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TOMASZSAWECZKO-LtYSYUCZY MATMY

Matematykq zajmuje sie od 2005 roku — zaczgtem od kore-
petycji dla znajomych ze szkoty. Studiowatem matematyke na
Uniwersytecie Jagiellonskim, Uniwersytecie Warszawskim
i Uniwersytecie im. Fryderyka Il w Neapolu. W trakcie studiéw

dwukrotnie bytem stypendystq MNiSW za wybitne osiggniecia

naukowe, a przez dwa lata prowadzitem zajecia z analizy ma-
tematycznej i algebry liniowej dla studentéw pierwszego roku

matematyki na Uniwersytecie Warszawskim.

DARMOWY KURS - YOUTUBE

Kurs do matury rozszerzonej
z matematyki

O Zobaczkurs 2

DODATKOWE MATERIALY

&) Wszystkie materiaty B Autorskie arkusze prébne

O Krétkie filmy O Dtuzsze filmy

Zapraszam do mojego kanatu na Discordzie
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O tym zestawie

W tym pliku sg wszystkie zadania z logarytmoéw i funkcji wyktadniczej, jakie pojawity
sie¢ na maturach rozszerzonych w latach 2015-2026 — razem 20, ze wszystkich terminow. Tresci
pochodza wprost z arkuszy CKE i nie sa zmieniane; przy kazdym zadaniu stoi jego sesja i numer
w oryginalnym arkuszu. Plik ma dwa rozdzialy — Logarytmy (15 zadan) i Funkcja wyktad-
nicza (5 zadan) — a w kazdym z nich zadania idg od najlatwiejszego do najtrudniejszego.
Na koncu jest klucz: wynik, wskazowka naprowadzajaca na pomyst i szkic rozwiazania, czyli

sam pomyst bez rachunkow.

Skqgd bierze sig poziom trudnosci

Trudnosé jest liczba wyprowadzong z poziomu wykonania — sredniego wyniku wszystkich

zdajacych za dane zadanie, podanego w procentach maksymalnej liczby punktow:

trudno$é = (100 — poziom wykonania) : 20

Jak czytac oznaczenie trudnosci

Trudno$é¢ stoi pod kazdym zadaniem w skali od 0 do 5 — pie¢ kotek zamalowywanych co pét:
Niski poziom trudnosci °® 1/5
Sredni poziom trudnosci ¢ ee 3/s

Wysoki poziom trudnosci ¢eoeee® 5/5

Plakietka przy numerze zadania

Po lewej stronie nagtéwka ramki stoi Zrédto — sesja i numer zadania w arkuszu CKE, po prawej

punktacja. Miedzy nimi moze stanaé plakietka:

zwzM  zadanie wycofane z matur — tu 8. Wraz z Formutg 2023 zniknety zadania zamkniete
wielokrotnego wyboru (odpowiedzi A-D) i kodowane (wynik wpisywany cyframi w kratki).
Rozwiazywanie ich nadal ma sens: sprawdzaja te sama wiedze, tylko w takiej formie juz nie

wystapia.
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Logarytmy

Zadaniel MAJ2018-ZADANIENR3  ZWZM 1PKT

Wartos$¢ wyrazenia

1
2log- 10 —
85 log,, 5
jest réwna
A. -1 B. 0 C.1 D. 2
TRUDNOSE 1/5 Y

Zadanie 2 MAJ2022-ZADANIENRT  ZWZM

Liczba logs /27 — logy, V/3 jest réwna

A.

U

B. 3 C. 4 D. 3

TRUDNOSE 1,5[5 o (

Liczba
log, 25 + log, 10

jest réwna

A. log, 15 B. log, 50 C. log, 210 D. log, 635

TRUDNOSE 1,5[5 o (

Zadanie 4 CZERWIEC 2015 - ZADANIENR2  ZWZM 1PKT

Liczba punktéw wspoélnych wykreséw funkeji y = —x + 11 y = log, x jest réwna
A. 0 B.1 C. 2 D. 3

TRUDNOSE 1,5[5 Y

‘ Zadanie 3 CZERWIEC 2017 - ZADANIENR2  ZWZM 1PKT
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LOGARYTMY | FUNKCJA WYKLADNICZA - OD NAJLATWIEJSZEGO

Zadanie 5 CZERWIEC 2018 - ZADANIENR1  ZWZM 1PKT

Niech Lzlogﬁ2-log2\/§-log\/§4. Wtedy
A. L=1 B. L=2 C.L=3 D. L=4

TRUDNOSCE 1,5[5 Y

Zadanie 6 MAJ 2024 - ZADANIE NR 5 3 PKT

Wykaz, ze jezeli log; 4 = a oraz log, 3 = b, to
2a +1

log, 80 = 212
%612 T 1)

TRUDNOSC 2[5 Y )

‘ Zadanie 7 MAJ2019-ZADANIENRT  ZWZM 1PKT

Dla dowolnych liczb z > 0, z # 1, y > 0, y # 1 warto$¢ wyrazenia

() b2

A.z-y B. L C. -1 D.1

jest réwna

TRUDNOSC 2[5 Y )

Zadanie 8 MAJ 2021- ZADANIE NR 6

NieCh 1Og2 18 = C. \/\/ ykaZ, ze
log, 4 = ———.
23 c

TRUDNOSC 2,5/5 00«
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LOGARYTMY | FUNKCJA WYKLADNICZA - OD NAJLATWIEJSZEGO

Zadanie 9 CZERWIEC 2023 - ZADANIE NR 1 2 PKT

Dane sg liczby

a = 4'°82% orag b = log, 2023 2023.
log, 2023
Oblicz a — b.
TRUDNOSC 2,5[5 00
Zadanie 10  CZERWIEC 2015 - ZADANIE NR 8
Niech a = log,, 2. Wykaz, ze log, 64 = 16_—“a.
TRUDNOSE 2,5/5 00
Zadanie 11 CZERWIEC 2021 - ZADANIE NR 6
Niech log, 9 = c. Wykaz, ze
3c+2
logs 54 = .
c
TRUDNOSC 3[5 (Y X )
Zadanie 12  CZERWIEC 2026 - ZADANIE NR 1

Dane sa liczby rzeczywiste a oraz b:

a = 16%-10g4 36—2-log, 3

b =log, 9 -logs 5 - log; 8

Oblicz wartos¢ ilorazu o;. Wynik zapisz w postaci 3k, gdzie k € 7Z. Zapisz
obliczenia.

TRUDNOSE 3[5 o060
Zadanie 13  CZERWIEC 2025 - ZADANIE NR 2

Wykaz, ze jezeli a = log, 14 oraz b = log, 5 27, to
b+ 2

log. 54 = .
087 2% — 2

TRUDNOSE 3,5[5 000 (
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LOGARYTMY | FUNKCJA WYKLADNICZA - OD NAJLATWIEJSZEGO

Zadanie 14 CZERWIEC 2022 - ZADANIENR1 ~ ZWZM 1PKT

Wiadomo, ze log; 2 = a i log; 3 = b. Wtedy liczba log, 40 jest rowna

3a+1 2a+1 2a+1 3a+1
A a+b B. a+b C. a+2b D. 2b+a
TRUDNOSE 3,5[5 000 (
Zadanie 15  LIPIEC 2020 - ZADANIE NR 10

Dla pewnych liczb rzeczywistych a > 1,6 > 11 N > 1 jest spetniona réwnos¢

3
l0g 2, N = 20 (log, N + log, N)
Wyznacz wszystkie wartosci wyrazenia log, b.

TRUDNOSE 4,5/5 0000
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2

Funkcja wyktadnicza

5 ZADAN

Zadanie 16 MAJ 2025 - ZADANIE NR 1 2 PKT

W warunkach laboratoryjnych obserwowano dynamike wzrostu liczebnosci populacji pew-
nego gatunku bakterii. Liczebnos¢ N populacji bakterii zmienia sie w czasie zgodnie z

zaleznoscig wyktadnicza

N(t) = No-k', dlat >0
gdzie:
o Ny — liczebnosé populacji w chwili ¢ = 0 rozpoczecia obserwacii,

o k — stata dodatnia, charakterystyczna dla danego gatunku bakterii i dla warunkéw

przeprowadzenia obserwacji,

e t — czas wyrazony w godzinach, liczony od chwili ¢ = 0 rozpoczecia obserwacji. W
chwili rozpoczecia obserwacji liczebnos¢é populacji byta réwna 10000, a po dwéch

godzinach byta réwna 15 625.

Oblicz, o ile procent wzrastata liczebnos¢ populacji tej bakterii w ciggu kazdej

godziny. Zapisz obliczenia.

TRUDNOSE 15 Y

Zadanie 17 CZERWIEC 2016 - ZADANIENR1T ~ ZWZM
Funkcja f okreslona jest wzorem
flx)=[3+5"" -1
dla kazdej liczby rzeczywistej. Zbiorem wartosci funkcji f jest
A. (2,+00) B. (1,3) C. (—1,4+0) D. (0, +00)

TRUDNOSE 2[5 o0
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LOGARYTMY | FUNKCJA WYKLADNICZA - OD NAJLATWIEJSZEGO

Zadanie 18 CZERWIEC 2024 - ZADANIE NR 1 2 PKT

W chwili poczatkowej (t = 0) zainicjowano pewna reakcje chemiczna, w ktérej brat udziat
zwiazek A. W wyniku tej reakcji masa m zwiazku A zmieniata sie¢ w czasie zgodnie z

zaleznoscig

m(t)=a-27%%" 4 pdlat >0,
gdzie:
o m — masa zwigzku A wyrazona w gramach,
e t— czas wyrazony w sekundach (liczony od chwili ¢t = 0),
e a,b— wspotczynniki liczbowe.

Masa poczatkowa zwiazku A (tj. masa w chwili ¢ = 0) byta réwna mg graméw. Po osiagnie-

1

5 masy poczatkowej

ciu stanu réwnowagi (tj. gdy ¢ — 00) masa tego zwiazku byta réwna

(zobacz rysunek).

~

Oblicz, po ilu sekundach (liczac od chwili zainicjowania tej reakcji) przereago-

walo 87,5% masy poczatkowej tego zwigzku. Zapisz obliczenia.

TRUDNOSC 2,5/5 00

s.9 ¢ lysyuczymatmy.pl


https://www.lysyuczymatmy.pl

LOGARYTMY | FUNKCJA WYKLADNICZA - OD NAJLATWIEJSZEGO

Zadanie19 MAJ2023-ZADANIENR 2 PKT

W chwili poczatkowej (¢ = 0) masa substancji jest réwna 4 gramom. Wskutek rozpadu
czasteczek tej substancji jej masa sie zmniejsza. Po kazdej kolejnej dobie ubywa 19%
masy, jaka byta na koniec doby poprzedniej. Dla kazdej liczby catkowitej ¢ > 0 funkcja
m(t) okresla mase substancji w gramach po ¢ pelnych dobach (czas liczymy od chwili
poczatkowej).

Wyznacz wzér funkcji m(t). Oblicz, po ilu pelnych dobach masa tej substancji

bedzie po raz pierwszy mniejsza od 1,5 grama. Zapisz obliczenia.

TRUDNOSC 2,5/5 Y'Y

Zadanie 20 MAJ 2024 - ZADANIENR1

W chwili poczatkowej (¢t = 0) filizanka z goraca kawa znajduje sie w pokoju, a temperatura
tej kawy jest réwna 80°C. Temperatura w pokoju (temperatura otoczenia) jest stala i

rowna 20°C. Temperatura 7' tej kawy zmienia sie w czasie zgodnie z zaleznoscia
Tt)=(T,-T,) -k "+T,, dlat>0,
gdzie:
o T — temperatura kawy wyrazona w stopniach Celsjusza,

e 1 — czas wyrazony w minutach, liczony od chwili poczatkowej,

o T, — temperatura poczatkowa kawy wyrazona w stopniach Celsjusza,

T, — temperatura otoczenia wyrazona w stopniach Celsjusza,
o k — stata charakterystyczna dla danej cieczy.

Po 10 minutach, liczac od chwili poczatkowej, kawa ostygta do temperatury 65°C.
Oblicz temperature tej kawy po nastepnych pieciu minutach. Wynik podaj w

stopniach Celsjusza, w zaokragleniu do jednoSci. Zapisz obliczenia.

TRUDNOSC 2,5/5 00(
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Odpowiedzi, wskazowki i szkice

rozwigzan

Numer to numer zadania w tym zestawie. Do kazdego zadania: wynik koncowy (przy dowo-

dach pominiety), wskazéwka naprowadzajaca na pomyst i szkic rozwiazania — sam klucz, bez

rachunkéw.
Logarytmy
1 C.
Skorzystaj ze wzoru:
1
log, b= .
log, a

_ 1
logyg 5

log; 100 — log; 20 = log; 5 = 1.

log; 20, wigc wyrazenie to

2 A.

Zapisz 27 jako potege liczby 3, aby wy-
znaczy¢ pierwszy logarytm. Drugi logarytm
mozesz wyliczy¢ korzystajac np. ze wzoru na

zmiane podstawy logarytmu.
logs V27 = %, log27\/§ = % = %; roz-

nica % — % = %.
3 B.
Zamien pierwszy logarytm, korzystajac ze
wzoru na zamiane podstawy logarytmu.
log, 25 = bg+25 = log,5, a logy,b +

log, 10 = log, 50.

4 B

Naszkicuj wykresy obu funkcji i ocen
liczbe punktéw przeciecia.

y = —r+1 maleje, y = log, x rosnie, wiec
co najwyzej jeden punkt wspolny — i jest nim

(1,0), bo obie funkcje zeruja sie w z = 1.

s. N

5 D.

Rozpisz wszystkie logarytmy ze wzoru
na zamiane podstawy logarytmu, przyj-
mujac nowg podstawe 10.

Po zamianie na wspolna podstawe $rod-
kowe czynniki sie skracaja i zostaje % =
log 54 =4, bo (V2)* = 4.

6

Skorzystaj ze wzoru na zamiane pod-

stawy logarytmu, aby wyrazi¢ log;,80

przez logarytmy przy podstawie 4.
log,(16-5) _ 2+log, 5

log,, 80 = og,(13) — 13b 0 & log, 5 =
%; po sprowadzeniu do wspolnego mianow-
: 2a-+1
nika R
7 D.

Zamien podstawy wszystkich logarytméw
na 10, korzystajac ze wzoru na zamiane
podstawy logarytmu.

lo : log x .
logy ),y = —joz 1 logy, @ = =55 — ilo-

czyn to 1.

8

Przeksztal¢ zatozenie log, 18 = ¢, korzy-
stajac ze wzoréw na logarytm iloczynu
i logarytm potegi, aby wyznaczy¢ warto$é

log, 3. Nastepnie zamien podstawe logarytmu
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w wyrazeniu logs; 4 na 2.
c =log,(2-9) = 1+2log, 3, wiec log, 3 =
2 4

c—1. _ —
- stad logz 4 = oag3 = o1

9 2023.

W celu obliczenia wartosci liczby a sko-
rzystaj z wlasnosci dziatan na potegach
oraz wzoru wynikajacego z definicji loga-
rytmu:

218 Y =y,

Aby uprosci¢ liczbe b, zastosuj wzor na za-
miane podstawy logarytmu:

log. y
log, z

a = (2%)le215 = 452 = 2025; b = log; 9 =
2 (wzér na zamiane podstawy czytany od

tytu). a — b = 2023.

log, vy =

10
Zmien podstawe logarytmu log, 64 na 12,
korzystajac ze wzoru na zamiane pod-
stawy logarytmu.
log,, 64 6log,y 2

: O8s log,, 6 log,4 12 — log;5 2
a

1l—a’
n

Zamien wszystkie logarytmy ze wzoru
na zmiane podstawy logarytmu, przyj-

mujac za podstawe 2.
_ logy 54 3logy 3+1
logs 54 = log, 3 log, 3
3c+2

calog,3 = §;

po podstawieniu
a __ 9—3
12 5% = 37°.
Wyktadnik liczby a zwin do jednego lo-
garytmu o podstawie 4; w b zamien wszystkie

podstawy na 3 — czynniki sie poskracaja.

a = 4log4367410g43 —_ 410g4% — 451’ h =
log, 9 log, 5 - logg8 _ 23logs2 ¢ a _ 4 _
logs2 19839 Tog,5 Togs 2 © 25 — 108
373
s. 12

13

W takich zadaniach najtatwiej zaczac¢ od
rozpisania wszystkich logarytméw za pomoca
wzoru na zmiane podstawy logarytmu,
przyjmujac za nowa podstawe 10. Przypo-
mnijmy, ze logarytm dziesietny oznaczamy
jako log (tzn. nie piszemy juz podstawy).
Przyjecie takiej strategii utatwi rachunki i
zmniejszy ryzyko popetnienia bteddw.

log, 54 = lfogg? 574 Licznik: 1+ 3log, 3, a z

b = 61log, 3 jest log, 3 = &, wiec licznik to 212,
Mianownik: @ = 1+log, 7, wiec log, 7 =a—1.

b42
2a—-2"

Razem
14 D.

Skorzystaj ze wzoru na zamiane pod-
stawy logarytmu, aby wyrazi¢ szukany lo-

garytm przy uzyciu podstawy 5.

logs(2%-5) _ 3a+1
logs(2-32) ~ a+2b°

log,5 40 =
15 log, b =3 1lub log, b = %

Zastosuj wzor na zamiane podstawy
logarytmu, aby zapisa¢ wszystkie logarytmy
przy tej samej podstawie, np. a. Nastepnie

podstaw zmienng pomocnicza ¢t = log, b.

Dlat = loga b: 1Ogazb N = lo2g-T—t ’ logb N =
log“ . Po skréceniu log, N réwnanie to 2—+t =

3@+1
sor» Czyli 3t2 — 11t +6 = 0: t—31ubt—

Funkcja wyktadnicza
16 oor. 25%.
Wyznacz Ny, korzystajac z tego, ze

N(0) =
korzystajac z warunku N(2) = 15625.

Ny = 10000, k2 = 1,5625, k = 1,25 — co
godzine o 25%.

10000, a nastepnie wyznacz k,

17 A.

Zwroé uwage, ze wyrazenie pod modutem
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jest zawsze dodatnie, wiec mozna opusci¢ mo-
dut.

3+ 5377 >0, wiec f(x) =2+ 5> 5377
przebiega (0, +00), zatem zbiér wartosci to

(2, +00).

18 120 sekund.
Skorzystaj z faktu, ze

lim 27999 — .
t—-+o0

Granica daje b = %mo, warunek poczat-

kowy a = Smg. Zostalo tmg: § - 270050 =

§— 5 = 75, wiec 27005 = 276§ ¢ — 120.
19 m(t) =4-(0,81)" oraz 5 déb.

Zauwaz, ze masy substancji w kolejnych

s. 13

dobach tworzg ciag geometryczny. Skorzystaj
ze wWzoru na n-ty wyraz ciagu geome-
trycznego lub ze wzoru na procent skta-
dany (z ujemnym oprocentowaniem).

m(t) = 4 -0,81". Warunek 0,81" < 0,375:
0,81* ~ 0,43, 0,81° ~ 0,35 — po raz pierwszy
po 5 dobach.

20 59°C.

Wstaw do wzoru funkcji 7'(¢) dane z zada-
nia: 7, = 80, T, = 20. Nastepnie korzystajac
z informacji, ze T(10) = 65 wyznacz k~'°.

T(t) = 60k~ + 20; z T(10) = 65 jest
K10 = 3 T(15) = 60 (3)*7 £ 20 = 158 4
20 =~ 59.

¢ lysyuczymatmy.pl


https://www.lysyuczymatmy.pl

	O tym zestawie
	Logarytmy
	Funkcja wykładnicza
	Odpowiedzi, wskazówki i szkice rozwiązań

