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TOMASZSAWECZKO-LtYSYUCZY MATMY

Matematykq zajmuje sie od 2005 roku — zaczgtem od kore-
petycji dla znajomych ze szkoty. Studiowatem matematyke na
Uniwersytecie Jagiellonskim, Uniwersytecie Warszawskim
i Uniwersytecie im. Fryderyka Il w Neapolu. W trakcie studiéw

dwukrotnie bytem stypendystq MNiSW za wybitne osiggniecia

naukowe, a przez dwa lata prowadzitem zajecia z analizy ma-
tematycznej i algebry liniowej dla studentéw pierwszego roku

matematyki na Uniwersytecie Warszawskim.

DARMOWY KURS - YOUTUBE

Kurs do matury rozszerzonej
z matematyki

O Zobaczkurs 2

DODATKOWE MATERIALY

&) Wszystkie materiaty B Autorskie arkusze prébne

O Krétkie filmy O Dtuzsze filmy

Zapraszam do mojego kanatu na Discordzie

* lysyuczymatmy.pl


https://www.lysyuczymatmy.pl/yt-matura-rozszerzona-kurs
https://www.lysyuczymatmy.pl/rozszerzenie/
https://www.lysyuczymatmy.pl/arkusze/
https://www.lysyuczymatmy.pl/yt-matura-rozszerzona-shorts
https://www.lysyuczymatmy.pl/yt-matura-rozszerzona
https://www.lysyuczymatmy.pl/discord
https://www.lysyuczymatmy.pl

O tym zestawie

W tym pliku sa dowody podzielnosci liczb catkowitych na poziomie matury rozszerzonej.
W arkuszach z lat 2015-2026 pojawity sie tylko trzy takie zadania, dlatego zestaw uzupetniaja
zadanie z matury z 2011 roku, zadanie z arkusza pokazowego z 2022 roku i cztery zadania ze
zbioru zadan CKE do matury rozszerzonej — razem 9. Tresci pochodza wprost z materiatow
CKE i nie sg zmieniane; przy kazdym zadaniu stoi jego zrédto i numer, a po prawej punktacja.

Zadania idag od najlatwiejszego do najtrudniejszego.

Skad bierze sig poziom trudnosci

Trudnosé jest liczba wyprowadzong z poziomu wykonania — sredniego wyniku wszystkich

zdajacych za dane zadanie, podanego w procentach maksymalnej liczby punktow:
trudno$é = (100 — poziom wykonania) : 20

Dla zadan z terminéw gtéwnych matur 2015-2026 trudno$é¢ jest wyznaczona na podstawie

statystyk poziomu wykonania CKE, dla pozostalych — szacowana.

Jak czytac oznaczenie trudnosci

Trudno$é¢ stoi pod kazdym zadaniem w skali od 0 do 5 — pie¢ kotek zamalowywanych co pét:
Niski poziom trudnosci P 1/5
Sredni poziom trudnoéci ¢ e 3/s

Wysoki poziom trudnosci ¢eeee 5/5
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DOWODY PODZIELNOSCI - OD NAJLATWIEJSZEGO

Zadania

Zadanie1 ZBIOR ZADAN CKE 2022 - ZADANIE NR 5 4 PKT

Suma liczb catkowitych x i y jest podzielna przez 3.

Wykaz, ze suma szeScianow liczb x i y jest podzielna przez 9.

TRUDNOSC 2,5[5 Y'Y

Zadanie 2 ZBIOR ZADAN CKE 2022 - ZADANIE NR 2 4 PKT

Liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego o réznicy réwnej 7. Jedna z
tych liczb jest wielokrotnoscia liczby 7.
Wykaz, ze iloczyn a - b - c jest podzielny przez 294.

TRUDNOSE 3/5 (Y X))

Zadanie 3 MAJ2011- ZADANIE NR 1
Uzasadnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba kS — 2k* + k? jest podzielna przez 36.

TRUDNOSC 3/5 YY)

Zadanie 4 LIPIEC 2020 - ZADANIE NR 8
Wykaz, ze dla kazdej liczby nieparzystej n wyrazenie
n®—3n* —n+3

jest podzielne przez 16.

TRUDNOSE 3,5[5 000
Zadanie 5 ARKUSZ POKAZOWY 2022 - ZADANIE NR 5 3 PKT

Udowodnij, ze suma sze$cianéw trzech kolejnych liczb catkowitych niepodziel-

nych przez 4 jest liczba podzielng przez 36.

TRUDNOSC 4[5 0000
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DOWODY PODZIELNOSCI - OD NAJLATWIEJSZEGO

Zadanie 6 CZERWIEC 2019 - ZADANIE NR 9
Udowodnij, ze dla kazdej liczby nieparzystej n wyrazenie
n® —3n* —n + 19

jest podzielne przez 16.

TRUDNOSE 4[5 (Y X X
Zadanie 7 ZBIOR ZADAN CKE 2022 - ZADANIE NR 3 2 PKT

Niech a, b bedg liczbami catkowitymi, dla ktérych zachodzi réwnosé 2a? + a = 3b + b.

Wykaz, ze jesli 5 jest dzielnikiem liczby a — b, to 25 réwniez jest dzielnikiem

liczby a — b.
TRUDNOSC 4[5 0000
Zadanie 8 MAJ 2018 - ZADANIE NR 8

Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej £ i dla kazdej liczby catkowitej m liczba

Em — km?
jest podzielna przez 6.
TRUDNOSC 5[5 00000
Zadanie 9 ZBIOR ZADAN CKE 2022 - ZADANIE NR 4 2 PKT

Rozpatrzmy liczby naturalne wigksze od 1000, w ktérych zapisie wystepuje tylko cyfra 1:

a=11...111
—_—

n
Wykaz, ze jesli liczba a zapisana za pomoca n jedynek jest liczba pierwsza, to

liczba n réwniez jest liczbg pierwsza.

TRUDNOSC 5[5 00000
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Wskazowki i szkice dowodow

Numer to numer zadania w tym zestawie. Do kazdego dowodu: wskazdéwka naprowadzajaca na

pomyst i szkic — sam klucz, bez rachunkow.

Zapisz x + y = 3k i skorzystaj ze wzoru
skr6conego mnozenia na sume szescia-
now; wyrazenie w nawiasie wyraz przez r +y
oraz xy.

? 4y = (x+y)|(x+y)? -3y =
3k(9k* — 3ay) = 9k (3k? — xy), a k(3k? — zy)
jest liczbg catkowita.

2

Zauwaz, ze wszystkie trzy liczby sa wielo-
krotno$ciami 7. Zapisz $srodkowa z nich jako
b = Tk, a pozostate wyraz przez b.

a=b—T=T7k-1)ic=b+7=T7(k+1),
wiec abe = 73(k — 1)k(k + 1). Tloczyn trzech
kolejnych liczb catkowitych dzieli si¢ przez 6,
zatem abc dzieli sie przez 49 - 6 = 294.

3

Wylacz k? przed nawias, a wyrazenie w
nawiasie zapisz za pomocg wzoru skréco-
nego mnozenia na kwadrat réznicy. Zo-
bacz, iloczyn jakich liczb podniesiono do kwa-
dratu.

kS — 2k* + k? = K*(k* — 1)%) a to kwa-
drat iloczynu (k —1)k(k + 1) trzech kolejnych
liczb catkowitych. Ten iloczyn dzieli si¢ przez
2 i przez 3, czyli przez 6, wiec jego kwadrat

dzieli si¢ przez 36.

4

Rozt67 dane wyrazenie na iloczyn, mozesz

zaczal¢ w nastepujacy sposob:
n"—3nt—n+3=n*(n-3)—1-(n-23).

(n—3)nt —1) = (n - 3)(n - 1)n +
1)(n* + 1): cztery czynniki parzyste, a jedna
z liczb n — 1, n + 1 dzieli sie przez 4, wiec
iloczyn dzieli sie przez 2 -4 -2 -2 = 32, tym
bardziej przez 16.

5

Wsrod czterech kolejnych liczb catkowi-
tych doktadnie jedna dzieli si¢ przez 4, wiec
te trzy liczby to 4k +1, 4k +2, 4k + 3. Oznacz
srodkowq, przez a i upro$é sume (a—1)3+a3+
(a+1)3.

Suma to 3a(a? + 2), gdzie a = 4k + 2.
Oba czynniki a i a®+2 sg parzyste, wiec suma,
dzieli sie przez 4. Gdy 3 | a, przez 9 dzieli sie
juz 3a; gdy nie, a® daje przy dzieleniu przez 3
reszte 1, wiec 3 | a® + 2 — i znéw suma dzieli
sie przez 9. Liczby 4 1 9 sa wzglednie pierwsze,

zatem suma dzieli sie przez 36.

6

Zauwaz, ze liczba catkowita k jest po-
dzielna przez 16, gdy réznica k — 16 tez jest
podzielna przez 16. Dlatego od wyrazenia w
zadaniu mozna odjac¢ 16 i nastepnie roztozyc¢
powstaty wielomian na czynniki.

n®—3n*—n+19=(n—3)(n*—1)+16 =
(n—3)(n—1)(n+1)(n?+ 1) + 16. Dla n nie-

parzystego wszystkie cztery czynniki sa pa-

¢ lysyuczymatmy.pl


https://www.lysyuczymatmy.pl

rzyste, a z kolejnych liczb parzystych n — 1,
n + 1 jedna dzieli sie przez 4 — iloczyn dzieli

sie przez 16.

7

Przeksztat¢ réwnosé tak, aby po jednej
stronie zostalto b?, a drugg strone zapisz jako
iloczyn, w ktérym jednym z czynnikow jest
a—b.

b = 2a*+a—2b*—b = (a—b)(2a+2b+1).
Jesli 5 | a —b, to 5 | b?, wiec 5 | b (bo
5 jest liczba pierwsza), a stad 5 | a. Wtedy
2a + 2b+ 1 daje przy dzieleniu przez 5 reszte
1,a 25| 0% = (a—0b)(2a+ 2b+ 1) — zatem
25| a—b.

8

Rozpisz wyrazenie z zadania na postac

iloczynowa. Rozbij dowod podzielnosci na

dwie czesci: podzielnosé przez 2 (latwiejszy)

i podzielnos$¢ przez 3. Dowodzac podzielnosci
przez 3, rozpatrz przypadki w zaleznosci od
reszt z dzielenia przez 3 (np. k =3n+1 -k
przy dzieleniu przez 3 daje reszte réwna 1).
k3m—km3 = km(k—m)(k-+m). Przez 2:
gdy k, m obie nieparzyste, parzyste jest k—m;
inaczej parzyste jest km. Przez 3: gdy zadna
nie dzieli si¢ przez 3, to maja reszty 1 lub 2
— réwne reszty daja 3 | kK — m, rézne daja

3| k+m.

9

Przeprowadz dowdd nie wprost: zatoz, ze
n = k-1, gdzie k,[ > 1. Zapis liczby a podziel
na [ grup po k jedynek.

Niech b bedzie liczba zapisang za po-
mocy k jedynek. Wtedy a = b -
c=1+10"+10%*+ ... +10%(=1 i oba czyn-

¢, gdzie

niki sa wieksze od 1, wiec a nie jest liczba

pierwsza — sprzecznosc.
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