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TOMASZSAWECZKO-LtYSYUCZY MATMY

Matematykq zajmuje sie od 2005 roku — zaczgtem od kore-
petycji dla znajomych ze szkoty. Studiowatem matematyke na
Uniwersytecie Jagiellonskim, Uniwersytecie Warszawskim
i Uniwersytecie im. Fryderyka Il w Neapolu. W trakcie studiéw

dwukrotnie bytem stypendystq MNiSW za wybitne osiggniecia

naukowe, a przez dwa lata prowadzitem zajecia z analizy ma-
tematycznej i algebry liniowej dla studentéw pierwszego roku

matematyki na Uniwersytecie Warszawskim.

DARMOWY KURS - YOUTUBE

Kurs do matury rozszerzonej
z matematyki

O Zobaczkurs 2

DODATKOWE MATERIALY

&) Wszystkie materiaty B Autorskie arkusze prébne

O Krétkie filmy O Dtuzsze filmy

Zapraszam do mojego kanatu na Discordzie
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O tym zestawie

W tym pliku sa wszystkie zadania na dowody algebraiczne, jakie pojawity si¢ na maturach
rozszerzonych w latach 2015-2026 — razem 15, ze wszystkich terminéw. Prawie wszystkie kaza
udowodni¢ nieré6wnosé, dwa — réwnosé. Tresci pochodza wprost z arkuszy CKE i nie sa
zmieniane; przy kazdym zadaniu stoi jego sesja i numer w oryginalnym arkuszu, a po prawej
punktacja.

Zadania ida od najlatwiejszego do najtrudniejszego.

Skad bierze sig poziom trudnosci

Trudnosé jest liczba wyprowadzong z poziomu wykonania — sredniego wyniku wszystkich

zdajacych za dane zadanie, podanego w procentach maksymalnej liczby punktow:

trudno$é = (100 — poziom wykonania) : 20

Jak czytac oznaczenie trudnosci

Trudnosé stoi pod kazdym zadaniem w skali od 0 do 5 — pieé¢ kétek zamalowywanych co pot:
Niski poziom trudnosci °® 1/5
Sredni poziom trudnoéci ¢ee 3/s

Wysoki poziom trudnosci ¢eeee 5/5
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Zadania

Zadaniel MAJ2023-ZADANIE NR 4 3 PKT

Liczby rzeczywiste x oraz y spehiaja jednocze$nie rownanie x + y = 4 i nieréwnos¢

23— 2y < ay? — o,

Wykaz, ze * = 2 oraz y = 2.

TRUDNOSC 1,5[5 [ Y|

Zadanie 2 MAJ2026-ZADANIENR 3 3 PKT

Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej x i dla kazdej dodatniej liczby rzeczy-
wistej y prawdziwa jest nieréwnosé

1 1 x Y
_+_§_2+—2
r oy y x

TRUDNOSC 3[5 o060

Zadanie 3 MAJ 2019 - ZADANIE NR 8 3 PKT

Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x i y, takich, ze < y i

dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej a, prawdziwa jest nieréwnosé

e
ta Yo
y+a x

TRUDNOSC 3[5 o060

Zadanie 4 MAJ 2025 - ZADANIE NR 2

Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej a i dla kazdej dodatniej liczby rzeczy-

wistej b takich, ze b # %a, prawdziwa jest nieréwnosé

(a + 2b)* > 8a®b + 16ab>.

TRUDNOSE 3,5[5 000 (
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Zadanie 5 CZERWIEC 2023 - ZADANIE NR 5 3 PKT

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej a prawdziwa jest nieréwnosé

16
a+ — >12.
a
TRUDNOSC 3,5/5 000 (
Zadanie 6 CZERWIEC 2026 - ZADANIE NR 4

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej « i dla kazdej liczby rzeczywistej y

prawdziwa jest nieré6wnosé

cy+ao+y <ax’+y*+1

TRUDNOSE 3,5[5 000
Zadanie7 MAJ 2017 - ZADANIE NR 7 3 PKT

Udowodnij, ze dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych x,y prawdziwa jest nieréwnosé

22y + 22% 4+ 2% — Sxy + 4 > 0.

TRUDNOSE 3,5[5 000 (
Zadanie 8 CZERWIEC 2017 - ZADANIE NR 7 3 PKT

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej = i dla kazdej liczby rzeczywistej y prawdziwa
jest nieréwnosc

5% +y* — day + 62+ 9 > 0.

TRUDNOSC 4[5 0000
Zadanie 9 CZERWIEC 2020 - ZADANIE NR 8

Liczby dodatnie a i b spetiaja réwnoéé a? + 2a = 4b* + 4b.
Wykaz, ze a = 2b.

TRUDNOSC 4[5 0000
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Zadanie 10 MAJ 2022 - ZADANIE NR 6

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej = i dla kazdej liczby rzeczywistej y takich, ze

2z > y, spelniona jest nieréwnosc¢

T2 + 42y > P 4 2xy” — 20

TRUDNOSC 4[5 o000
Zadanie 11 MAJ 2015 - ZADANIE NR 8 3 PKT

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwnosc

2t — 22— 20 +3>0.

TRUDNOSC 4[5 o000
Zadanie 12 MAJ 2016 - ZADANIE NR 8 3 PKT

Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x i y takich, ze

2, .2
o4yt =2,
prawdziwa jest nieréwnosé
r+y <2
TRUDNOSC 4[5 o000
Zadanie 13  CZERWIEC 2022 - ZADANIE NR 6 3 PKT

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej y takich, ze

x # y spelniona jest nieréwno$¢

x4+y4>xy(:v2+y2).

TRUDNOSC 4[5 0000
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Zadanie 14 CZERWIEC 2024 - ZADANIE NR 5 3 PKT

Wykaz, ze dla kazdej liczby dodatniej a i kazdej liczby dodatniej b takich, ze a +b = 1,

prawdziwa jest nieréwnosé

1 1 4
+ > _.
2a4+b a+2b 3
TRUDNOSE 4[5 (Y X X
Zadqnie]S CZERWIEC 2016 - ZADANIE NR 8

Wykaz, ze dla a,b, c,d > 0 prawdziwa jest nieréwnos¢

Va+b-vVe+d>Jac+Vbd.

TRUDNOSC 4,55 0000 (
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Wskazowki i szkice dowodow

Numer to numer zadania w tym zestawie. Do kazdego dowodu: wskazdéwka naprowadzajaca na

pomyst i szkic — sam klucz, bez rachunkow.

Przenies wszystkie wyrazy nieréwnosci na
jedna strone i roztoz otrzymane wyrazenie na
czynniki, stosujac metode grupowania wyra-
z6w oraz wzor skréconego mnozenia na
roznice kwadratéw. Nastepnie w otrzyma-
nej nierownosci wykorzystaj warunek x4y =
4.

Nier6wnosé to (z —y)?(z +y) < 0; skoro
r+y=4>0, musi by¢ (z —y)? <0, czyli
r=y=2.

2

Pomnéz przez x?y?> > 0, a prawa strone
rozt6z wzorem na sume szesciandéw.

Po pomnozeniu: zy(z +y) < 23+ 3* =
(r+y)(2* —zy+y?), czyli 0 < (v +y) (v —y)*.

3

Pomnéz nieréwnos¢ przez mianowniki,
aby pozby¢ sie utamkéw. Nastepnie przenies
wszystkie wyrazy na jedng strone i sprobuj
wyodrebnié¢ kwadrat réznicy (x — y)2.

Po pomnozeniu przez x(y +a) > 0 i upo-
rzadkowaniu: (x — y)? 4+ a(y — ) > 0 — oba
sktadniki dodatnie, bo y > x.

4

Wytacz 8ab przed nawias po prawej stro-

nie nieréwnosci. Nastepnie przenies wyraze-

nie po prawej stronie na lewg strone i wytacz

(a + 2b) przed nawias.

(a+2b)*—8ab(a+2b) = (a+2b) ((a+2b)*—
8ab) = (a + 2b)(a — 2b)* > 0, bo a +2b > 0 i
a # 2b.

5

Przenies wszystkie wyrazy na lewa strone
i sprowadz utamki do wspdlnego mianow-
nika. Otrzymasz w liczniku wielomian trze-
ciego stopnia. Znajdz jego pierwiastek catko-
wity (szukajac wérod dzielnikéw wyrazu wol-
nego), a nastepnie roztéz ten wielomian na
czynniki.

Dla a > 0 réwnowaznie a®—12a-+16 > 0;
a = 2 jest pierwiastkiem podwdjnym: a® —
12a + 16 = (a — 2)*(a + 4) > 0.
6

Pomnéz obie strony przez 2 i zwin
wszystko w trzy kwadraty.

202+ 297 +2 20y — 20 —2y = (v —y)* +
(z—1P24+(@y—-12>0.
7

Rozbij sktadnik —8xy na dwa wyraze-
nia i pogrupuj wyrazy tak, aby skorzystac¢ ze
wzoru skr6conego mnozenia na kwadrat
roznicy:

(a —b)* = a® — 2ab + b*.

Lewa strona to (xy—2)?+2(z—y)?%; drugi
sktadnik jest dodatni, bo x # y.
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Rozbij wyraz 52 na sume 422 + 2% i po-
grupuj wyrazy tak, aby skorzysta¢ ze wzo-
row skréconego mnozenia na kwadrat
réznicy i kwadrat sumy.

Sr?+y? —dzy+62+9 = 2r—y)* + (v +
3)2 > 0.

9

Zapisz rOwnos¢ w postaci:
a® — 4b® = 4b — 2a.

Nastepnie dla lewej strony zastosuj wzoér
skréconego mnozenia na roéznice kwa-
dratow.

a’?—4b* = 4b—2a <= (a—2b)(a+2b)+
2(a—20) =0 <= (a—2b)(a+2b+2) =0;
drugi czynnik jest dodatni, wiec a = 2b.
10

Przenies wszystkie wyrazy na jedna
strone nieréwnosci i pogrupuj je tak, aby
moc wytaczy¢ wspoélny czynnik przed nawias.
Nastepnie skorzystaj ze wzoru skréconego

mnozenia na réznice kwadratéw:
a’® —b* = (a—b)(a+0b)

Na koncu przeanalizuj znaki otrzymanych
czynnikéw, korzystajac z zatozenia 2x > y.

813 + dx?y — 2xy? — P = (20 + y)(42? —
y*) = (22 +y)*(2x —y) > 0, bo 2z —y > 0.
n

Rozpisz wyrazenie z zadania w nastepu-

jacy sposob:

at =20+ =2 +1+1+1
i skorzystaj ze wzoréw skréconego mno-
zenia.

=22 —22+3 = (2> —1)?+(z—1)*+1 >

1>0.

12

Mozesz rozwigzac to zadanie metoda al-
gebraiczng wyznaczajac y z pierwszego row-
nania. Wez pod uwage, ze y > 0 i napisz od-
powiednie zalozenia na x.

(r+y)? =2 +y* + 20y = 24 22y <
2+ (22 +y%) = 4, bo 22y < 2%+ 92 dla
dodatnich z,y stad x +y < 2.

13

Przenies wszystkie wyrazy na jedng
strone nieréwnosci i pogrupuj je tak, aby
wyltaczy¢ wspolny czynnik. Nastepnie skorzy-
staj ze wzoru skréconego mnozenia na
roznice szescianéw:

a® — b = (a —b)(a® + ab + b?).

Na koncu przeanalizuj znaki otrzymanych
czynnikow.

Réznica stron to (x — y)(z® — 3?) =
(v —y)?e® + 2y + 97, a 2® +ay +y° =
(az+%)2+%y2 >0 dla x #y.
14

Wykorzystaj rownosé¢ a + b = 1, aby wy-
znaczy¢ jedng zmienng za pomocy drugiej
(np. b = 1—a), i wstaw ja do nieréwnosci. Na-
stepnie przeksztaté¢ nieréwnosé tak, aby sko-
rzysta¢ ze wzoru skréconego mnozenia na
kwadrat réznicy. Pamietaj o zatozeniach!

Zb=1-a(ia€ (0,1) 2+ =

a+1
mz <:>924(a+1)(2—&) <

—~
[\
Q
|
—_
~—
o —
Vv

Zacznij od podniesienia obustronnie nie-

réwnosci do kwadratu (mozna tak postapié,
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bo obie strony sa nieujemne). do kwadratu zostaje ad 4+ bc > 2v/abed, czyli
2
szuic Obie strony dodatnie — po podniesieniu (\/ ad — \/E) > 0.
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