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1
Niezbednik kombinatoryki

Na maturze rozszerzonej sg zadania stricte z kombinatoryki, ale tez duza czes¢ zadan, ktore
zaczynaja sie od stéw ,oblicz prawdopodobienstwo”, to w gruncie rzeczy zadania z kombinato-
ryki — prawdopodobienstwo jest tylko w ich sformutowaniu. Zadania stricte z rachunku prawdo-
podobienstwa wykorzystuja drzewko, schemat Bernoulliego albo prawdopodobienstwo
warunkowe. Ten materiat idzie ta sama droga co lekcja: najpierw narzedzia kombinatoryki,
potem zadania maturalne z kombinatoryki, na koncu rachunek prawdopodobienstwa. Kazda

karta z przyktadem i kazda ramka z zadaniem ma plakietke z momentem w filmie.

Reguta mnozenia i permutacje

Silnia liczby naturalnej n to iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n:

nl=1-2-3-...-n,

a umownie 0! = 1. Liczba permutacji zbioru n-elementowego, czyli liczba sposobow, na ktére

mozna ustawi¢ w rzedzie n réznych obiektow, jest réwna n!.

4 )

PERMUTACJE PRZYKLAD Z LEKCJI - 2:00

Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w rzedzie 5 oséb?

1 Na pierwszym miejscu moze stanaé¢ kazda z 5 oséb, na drugim — kazda z 4 pozosta-
tych, potem zostaja 3, 2 1 1 mozliwos¢.

n  Kazdemu wyborowi pierwszej osoby odpowiadaja 4 wybory drugiej — jak gatazki
drzewka. Liczba wszystkich $ciezek to iloczyn: 5-4-3-2-1 = 5! = 120.

REGULA MNOZENIA

Jezeli pierwszy wybér mozna zrobi¢ na a sposobéw, a po kazdym z nich drugi — na b
sposobéw, to oba wybory razem mozna zrobi¢ na a - b sposobow. Tak samo jest przy

trzech i wiecej kolejnych wyborach.
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KOMBINATORYKA | PRAWDOPODOBIENSTWO - METODY ZLICZANIA | PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE

METODA BLOKOW PRZYKEAD Z LEKCJI - 3:58

Na ile sposobéw 10 oséb moze stangé w kolejce tak, zeby troje znajomych A, B i C stato

obok siebie?

| Znajomych zamykamy w jednym ,worku” — bloku. Blok razem z 7 pozostatymi
osobami to 8 obiektéw, ktére ustawiamy na 8! sposobdw.

n Wewnatrz bloku znajomi moga sie ustawi¢ na 3! sposobéw.

m Z reguly mnozenia: wszystkich ustawien jest 8! - 3.

Litery, ktore sie powtarzajqg

4 N\
PERMUTACJE Z POWTORZENIAMI PRZYKLAD Z LEKCJI - 6:14

lle réznych stéw — takze takich, ktore nic nie znacza — mozna utozy¢ ze wszystkich 11
liter stowa MISSISSIPPI?

| Zamiana miejscami dwdch liter S nie daje nowego stowa, wiec stéw jest mniej niz
11!. Najpierw maly przypadek: litery a, a i b. Dopdki a i a sa rozroznialne, stéow jest
3! = 6: aab, aab, aba, aba, baa, baa. Gdy zapomnimy o falce, stowa tgcza sie w pary:
aab, aba, baa. Jest ich g—: = 3.

n W stowie MISSISSIPPI udajemy najpierw, ze wszystkie litery sa rozréznialne: stow
bytoby 11!.

m Dzielenie przez 4! ,zabija” rozréznialnosé czterech liter S, przez kolejne 4! — czterech
liter I, a przez 2! — dwoch liter P:

11!
4l 41 2|
\§ J

= 34650.

Ta sama zasada dziata zawsze: gdy wsréd n ustawianych obiektow sa grupy jednakowych,

dzielimy n! przez silnie liczebnosci tych grup.
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KOMBINATORYKA | PRAWDOPODOBIENSTWO - METODY ZLICZANIA | PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE

Rachunki na silniach

W ilorazie dwoéch silni wszystkie czynniki mianownika skracaja sie z licznikiem. Zostaje tyle

czynnikow, o ile liczba w liczniku jest wieksza od liczby w mianowniku, a wypisujemy je od

najwiekszego:
10! 15! n!
1 -10-9-8, —=15-14-13-12, —— =n(n-1).
7l Tl S o TR
Ostatni wzor wida¢ po rozpisaniu silni: n! =1-2-...-(n —2)-(n — 1)-n, a (n — 2)! to poczatek

tego iloczynu, az do czynnika n — 2. Takie skracanie przydaje si¢ nie tylko w kombinatoryce —

w maju 2026 potrzebne bylto w zadaniu z granic ciggdw.

Wariacje, czyli metoda kratek

Wzoréw na wariacje nie trzeba pamiegta¢. Rysujemy tyle kratek, ile miejsc ma tworzony ciag,
w kazda wpisujemy liczbe mozliwosci i wszystko mnozymy. Wariacja z powtorzeniami to
ciag, ktorego wyrazy moga sie powtarzac, wariacja bez powtorzen — ciag o roznych wyrazach.
Zadan o liczbach wielocyfrowych z warunkami na cyfry jest na maturze duzo i prawie wszystkie

rozwiazuje sie wiasnie kratkami.

( )

WARIACJE Z POWTORZENIAMI PRZYKtAD Z LEKCJI - 17:33

Cztery osoby wsiadaja do windy na parterze, a kazda wysiada na jednym z 10 pieter. Na

ile sposobow moga to zrobic¢?

1 Patrzymy na osoby, a nie na pi¢tra: kazda z czterech os6b ma do wyboru 10 pigter,
bez wzgledu na wybory pozostatych.
i Z reguly mnozenia: 10 - 10 - 10 - 10 = 10* sposobéw.
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WARIACJE BEZ POWTORZEN PRZYKtAD Z LEKCJI - 19:49

Ile jest liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach, zapisanych za pomoca cyfr od 1 do 97

1 Na pierwszym miejscu jest 9 mozliwosci — zera wsrdd cyfr nie ma, wiec nie ma z nim
ktopotu. Na kazdym nastepnym miejscu mozliwosci jest o jedna mniej: 9-8-7-6-5 =
15120.

I Ze wzoru na wariacje bytoby (92—!5)! =9

= - — po skréceniu to samo, ale kratki prowadza

do wyniku szybciej.

Kombinacje i symbol Newtona

n

k) (czytamy: ,n po k”) to liczba k-elementowych podzbioréw zbioru n-

Symbol Newtona (
elementowego, czyli liczba sposobéw, na ktére z n elementéw mozna wybracé k, gdy kolejnosé
nie ma znaczenia. Po angielsku (g) czyta si¢ ,,b choose 3”7 — .z pigciu wybierz trzy” — i to

dobrze oddaje, o co chodzi.

( )

KOMBINACJE PRZYKtAD Z LEKCJI - 23:06

Z 10 os6b wybieramy trzyosobowa delegacje. Dlaczego (130) = (170)?

1 W delegacji kolejnos¢ nie ma znaczenia — liczy sie tylko to, kto do niej nalezy.

n  Wybierajac trzy osoby do delegacji, wybieramy zarazem siedem oséb, ktére w niej

nie beda. Wyboréw jednego i drugiego rodzaju jest wiec tyle samo.

J

WLASNOSCI SYMBOLU NEWTONA

D07 (-0 (-(r)-

Podzbior zeroelementowy jest jeden — zbiér pusty, bo jest podzbiorem kazdego zbioru. Podzbiér

J

n-elementowy tez jest jeden — caly zbiér. Dla zbioru {1,2,3,4,5} mamy wiec ((5)) = (5) =1

0= ()=5 5
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TURNIEJ BEZ REWANZOW PRZYKLAD Z LEKCJI - 28:06

W turnieju szachowym gra n zawodnikéw, kazdy z kazdym jedna partie. Ile partii zostanie

rozegranych?

1 Rysujemy tabele n x n: kratka w wierszu ¢ i kolumnie j to partia zawodnikow 7 i 7.
Weszystkich kratek jest n?.
n  Nikt nie gra sam ze soba, wigc odpada przekatna, czyli n kratek. Kratki nad prze-

katna i pod nig opisuja te same partie, wiec dzielimy przez 2:

(g> :n22—n:n(n2—1).

m Inaczej: pod przekatna jest 1 +2 + ...+ (n — 1) kratek. Wz6r na sume ciagu aryt-

metycznego daje ten sam wynik.

1 2 3 4 5

Ot = W NN =

~N
SKAD SIE BIERZE WZOR PRZYKtAD Z LEKCJI - 33:39

10) 10! 9

Dlaczego (3 = 3

1 Kratki: trzy elementy wybrane po kolei to 10-9 -8 = 17—0!! mozliwosci — wariacja bez
powtorzen, w ktorej kolejnos¢ ma znaczenie.

n W podzbiorze kolejno$é nie ma znaczenia, a te same trzy elementy ustawiliSmy na
3! sposobow. Dzielimy przez 3!: (130) = % = 120.

m - Ogdlnie: (}) = nn=ly(nzktl) . __nt Ostatni czynnik to n — k + 1, tak jak

k! Kl(n—k)! "
8§=10—3+1.
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SYMBOL NEWTONA

&) =memm ()"

Drugi wzér warto pamictaé, bo ,,po 2”7 pojawia siec w zadaniach bardzo czesto, a liczy sie je

W pamieci: (120) =109 — 45, (;) =6 = 21.

J

Trojkgt Pascala i wzér dwumianowy Newtona

Zapiszmy kwadrat i szeScian sumy ze wszystkimi wyktadnikami:

(a+0b)* = a®t° 4 2a'b* 4 a"V?,
(a+b)* = a®b° + 3a?b' + 3a'b? + ',

W kazdym skladniku wyktadniki sumuja sie¢ do potegi, do ktérej podnosimy. Dlatego w roz-

)" wspétezynnik przy ab® jest réwny 0 — takiego sktadnika w ogéle nie ma, bo

winieciu (a + b
3+8=11.
Wspétezynniki 1,2,11 1, 3, 3,1 to wiersze trgjkata Pascala. Na brzegach stoja jedynki, a kazda

liczba w srodku jest sumg dwdch liczb nad nig. Liczby w wierszu n to kolejne symbole Newtona

(6): (1) ()

n=>0 1

n= 1 1

n=2 1 2 1
n= 1 3 3 1
n= 1 4 6 4 1

7 czwartego wiersza odezytujemy (a +b)! = a* + 4a3b + 6a2b? + 4ab® + b*. Tréjkat jest sy-

metryczny, bo (Z) = (nfk) wybra¢ jedna osobe z czterech to to samo, co wybraé¢ trzy, wiec

(1) = (5) =4

WZOR DWUMIANOWY NEWTONA

(a+b)" = (g) a" + (T) a" b+ (Z) A" L+ (Z) b,

s.9 ¢ lysyuczymatmy.pl


https://www.lysyuczymatmy.pl/

2
Zadania maturalne z kombinatoryki

Siedem zadan z matur, a przy kazdym inna technika zliczania: metoda blokéw, wybor miejsc dla
cyfr, metoda przypadkéw niedozwolonych, metoda luk i tabela wszystkich liczb. Cztery z tych
zadan méwia o prawdopodobienstwie, ale ich sercem jest kombinatoryka — liczymy zdarzenia

sprzyjajace i dzielimy przez liczbe wszystkich mozliwosci.

Metoda blokéw w zadaniu maturalnym

CZERWIEC 2023 - ZADANIE NR 2 W FILMIE 45:44 3 PKT

Wéréd nooséb sg Ania i jej dwaj znajomi. Wszystkie te n oséb ustawiamy w kolejke jedna
za druga. Liczba wszystkich takich ustawien jest 12 razy wieksza od liczby wszystkich
takich ustawien tych n oséb w kolejke, w ktérych Ania i jej dwaj znajomi zajmuja trzy
kolejne miejsca (w dowolnej kolejnosci).

Oblicz n. Zapisz obliczenia.

Na co zwrdci¢é uwage. Ania i jej znajomi nalezg do tych n oséb — poza blokiem zostaje

n — 3 osoéb, a nie n.

Wszystkich ustawien n oséb w kolejce jest n!. Ustawien, w ktorych Ania i jej dwaj znajomi
stoja obok siebie, liczymy metoda blokow: blok i n — 3 pozostatych oséb to n — 2 obiekty, ktére
ustawiamy na (n — 2)! sposobéw, a w bloku troje znajomych ustawia sie na 3! sposobéw. Stad

rownanie, w ktorym n > 3:

nl=12-(n—2)!- 3L

Dzielimy obie strony przez (n — 2)! — po lewej zostaja dwa czynniki, n i n — 1:

n(n—1)=12-6="72.

Mozna rozwiaza¢ to rownanie kwadratowe, ale szybciej jest zgadna¢: 72 = 9 - 8, wiec n = 9.
Innego rozwiazania naturalnego nie ma, bo iloczyn n(n — 1) rosnie razem z n. Odpowiedz:

n=209.
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Prawdopodobienstwo, ktore jest kombinatorykqg

CZERWIEC 2018 - ZADANIE NR 9 W FILMIE 52:19 4 PKT

Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych o$miocyfrowych, w ktérych zapisie dziesietnym
wystepuja tylko cyfry ze zbioru {0, 1,3,5,7,9}, losujemy jedna.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze suma cyfr wy-

losowanej liczby jest rowna 3.

Na co zwrdéci¢ uwage. W zbiorze cyfr jest zero, ale nie ma dwojki — sumy 3 nie da sie

wiec ztozy¢ jako 1 + 2.

Gdyby to byto zadanie z kombinatoryki, pytanie brzmialoby: ile jest takich liczb o sumie cyfr
37 Tak je tez rozwigzujemy, a na koncu dzielimy przez liczbe wszystkich mozliwosci.
Wszystkie mozliwosci. Na pierwszym miejscu nie moze sta¢ zero, wiec mamy tam 5 cyfr do

wyboru, a na kazdym z siedmiu kolejnych miejsc — 6:

Q] =5-6".

Zdarzenia sprzyjajace. Suma cyfr 3 wymaga albo jednej tréjki i samych zer, albo trzech jedy-
nek i zer. W pierwszym przypadku tréjka musi sta¢ na poczatku: 30 000 000, czyli 1 mozliwos¢.
W drugim przypadku jedynka stoi na poczatku, a na pozostatych siedmiu miejscach wybieramy
dwa miejsca dla jedynek — kolejnos¢ nie ma znaczenia, bo jedynki sa nierozréznialne — reszte
wypetniajg zera: (;) = % = 21 mozliwosci. Przypadki sa roztaczne, wiec |A| = 1+ 21 = 22
oraz

22 11

P(A) = = .
(4) 5-67 699840
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Metoda przypadkéw niedozwolonych

CZERWIEC 2020 - ZADANIE NR 13 POZIOM WYKONANIA 20% W FILMIE 58:34 4 PKT

Oblicz, ile jest wszystkich siedmiocyfrowych liczb naturalnych, w ktérych zapisie dziesiet-

nym wystepuja doktadnie trzy cyfry 1 i doktadnie dwie cyfry 2.

Na co zwréci¢ uwage. Rozwigzanie wprost wymaga trzech przypadkéw — co stoi na

pierwszym miejscu: jedynka, dwéjka czy inna cyfra rézna od zera.

-
METODA PRZYPADKOW NIEDOZWOLONYCH
Liczymy wszystkie ciggi cyfr, dopuszczajac zero na poczatku, a potem odejmujemy
te, ktore zaczynajg sie od zera. Zte ciagi liczy sie tatwo — to to samo zadanie dla ciaggu
krotszego o jedno miejsce.

J

Zero moze sta¢ na poczatku. Z siedmiu miejsc wybieramy trzy dla jedynek: (g) 7, czterech
wolnych miejsc wybieramy dwa dla dwojek: (3) Na dwdch ostatnich miejscach moze sta¢ kazda
cyfra poza jedynka i dwdjka, czyli jedna z oémiu: 82. Razem (;) (3) - 8%

Zte przypadki: zero na poczatku. Zero zajmuje pierwsze miejsce, a na sze$ciu pozostatych
postepujemy tak samo: (g) : (2) - 8.

Wiynik. Od wszystkich odejmujemy zte. Zamiast wymnazac, wytaczamy wspolne czynniki przed

nawias:

(;)(;l).82—(g)(g).8:35-6.82_20.3.8:5_8(7_6.8_4_?))

—=40-12-(7-4—1)=40-12-27 = 12 960.
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Metoda luk

MAJ 2018 - ZADANIE NR 9 POZIOM WYKONANIA 23% W FILMIE 1:08:09 4 PKT

Z liczb o$mioelementowego zbioru Z = {1,2,3,4,5,6,7,9} tworzymy o$miowyrazowy ciag,
ktorego wyrazy si¢ nie powtarzaja.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze zadne dwie
liczby parzyste nie sg sgsiednimi wyrazami utworzonego ciggu. Wynik przed-

staw w postaci ulamka zwyklego nieskracalnego.

Na co zwrécié uwage. W zbiorze Z nie ma 6semki — liczby parzyste sa tylko trzy: 2, 4

i6.

Weszystkich ciagéw jest |Q2| = 8!. Wypisywanie, gdzie moga sta¢ liczby parzyste, a gdzie niepa-
rzyste, to droga przez meke — takich uktadéw jest 20. Szybciej jest tak: ustawiamy pieé liczb

nieparzystych jak murki, a parzyste wciskamy w luki miedzy nimi albo na brzegach:

ONONONUONUONDO

Luk jest szes¢, a w kazdej moze stana¢ co najwyzej jedna liczba parzysta, bo dwie w jednej
luce bytyby sasiadami. Trzy luki z szeSciu wybieramy na (g) = 20 sposobow. W kazdym takim
uktadzie liczby parzyste ustawiamy na 3! sposobdw, a nieparzyste na 5!. Zatem

203151 20-6 5

P(4) 8! 6-7-8 14
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Wybor miejsc zamiast ustawien

MAJ 2026 - ZADANIE NR 2 POZIOM WYKONANIA 37% W FILMIE 1:14:31 3 PKT

Ze zbioru osmiu liczb {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} losujemy bez zwracania osiem razy po jed-
nej liczbie. Wylosowane liczby ustawiamy w ciag zgodnie z kolejnoscia losowania.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze wylosowane
liczby utworza cigg, w ktérym iloczyn kazdych trzech kolejnych wyrazéw be-
dzie liczbg podzielng przez 3. Wynik podaj w postaci nieskracalnego utamka zwyktego.

Zapisz obliczenia.

Na co zwréci¢é uwage. Losowanie bez zwracania oSmiu liczb z o$miu to po prostu

ustawienie ich w losowej kolejnosci.

Wsrod liczb od 1 do 8 przez 3 dziela sie tylko 3 i 6. Iloczyn trzech kolejnych wyrazow dzieli
sie przez 3 wtedy, gdy jest wsrdd nich tréjka albo szostka. Pierwsze trzy wyrazy musza wiec
zawiera¢ jedna z tych liczb, a ostatnie trzy — druga. Wyrazy trzeci, czwarty i piaty tez musza
zawiera¢ jedng z nich, a moze to by¢ tylko ta z poczatku — stoi wiec na trzecim miejscu. Tak
samo wyrazy czwarty, pigty i szosty wymuszaja szoste miejsce dla drugiej liczby.

Sposéb 1. [Q] = 8!. Liczby 3 i 6 ustawiamy na miejscach trzecim i széstym na 2 sposoby,
a pozostate szes¢ liczb na pozostatych miejscach na 6! sposobow:

2. 6! 2 1
PA=7r=735"%

Sposéb II. Liczy si¢ tylko to, ktére dwa miejsca zajma liczby podzielne przez 3. Za €2 bierzemy

8

2) = % = 28, a dobry wybdr jest jeden. Znowu

wiec wybory dwdch miejsc z oémiu: |Q] = (
P(A) =y

%.
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Jeszcze raz przypadki niedozwolone

MAJ 2024 - ZADANIE NR 6 POZIOM WYKONANIA 18% W FILMIE 1:20:10 3 PKT

Rozwazamy wszystkie liczby naturalne pieciocyfrowe, w ktorych zapisie dziesietnym nie
powtarza sie jakakolwiek cyfra oraz doktadnie trzy cyfry sa nieparzyste i doktadnie dwie
cyfry sa parzyste.

Oblicz, ile jest wszystkich takich liczb. Zapisz obliczenia.

Na co zwrdci¢ uwage. Zero jest cyfrg parzystg — dlatego zero na poczatku to doktadnie

ten ktopot, ktory trzeba odjac.

Zero moze staé¢ na poczatku. Z pieciu miejsc wybieramy trzy dla cyfr nieparzystych: (g) =
(g) = % = 10. Pozostate dwa miejsca same przypadaja cyfrom parzystym. Cyfry nie moga

sie powtarza¢, wiec nieparzyste ustawiamy na 5 - 4 - 3 sposobéw, a parzyste na 5 - 4. Razem
10-5%-4%. 3.

Zte przypadki: zero na poczatku. 7 czterech pozostatych miejsc wybieramy trzy dla nie-
parzystych: (g) = (i‘) = 4. Nieparzyste ustawiamy na 5 - 4 - 3 sposobow, a na ostatnie wolne
miejsce zostajg cztery cyfry parzyste — bez zera. Razem 4-5-4-3-4=15-43.3,

Wynik. Rozkladamy na czynniki pierwsze i wytaczamy przed nawias, co sie da:

10-5%-4*.3-5-4*.3=5.2°.3-5.20.3=5.2".3(5* - 2)
= 480 - 23 = 11 040.
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Suma wszystkich liczb

MAJ 2019 - ZADANIE NR 6 POZIOM WYKONANIA 36% W FILMIE 1:28:56 3 PKT

Rozwazamy wszystkie liczby naturalne pieciocyfrowe zapisane przy uzyciu cyfr 1, 3, 5, 7,
9, bez powtarzania jakiejkolwiek cyfry.

Oblicz sume wszystkich takich liczb.

Na co zwroécié uwage. Te liczby nie tworzg ciagu arytmetycznego — wzdr na sume ciggu

nic tu nie da.

Takich liczb jest 5! = 120. Wpiszmy je wszystkie do tabeli: najpierw 4! liczb z jedynka na
poczatku, potem 4! z tréjka na poczatku i tak dalej. W pierwszej kolumnie kazda cyfra stoi
wiec doktadnie 4! razy, a z symetrii — takze w kazdej innej kolumnie. Na mniejszym przyktadzie
z cyframi 1, 3, 5: liczby 135, 153, 315, 351, 513, 531 maja w kazdej kolumnie po dwie jedynki,
dwie trojki i dwie piatki.

Suma cyfr w jednej kolumnie to

4 (14+3+5+T7+9) =24-25=600.

Kolumny to kolejne rzedy: dziesiatki tysiecy, tysigce, setki, dziesigtki i jednosci. Suma wszyst-

kich liczb jest wiec réwna

600 - (10* 4 10° + 10* + 10 + 1) = 600 - 11 111 = 6 666 600.
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Rachunek prawdopodobienstwa

Zadania stricte z rachunku prawdopodobienstwa wykorzystuja na maturze drzewko, schemat
Bernoulliego — szczegdlny rodzaj drzewka — albo prawdopodobienstwo warunkowe, ktére matu-
rzystom idzie wyjatkowo stabo. Na koncu rozdziatu jest zmienna losowa i wartos¢ oczekiwana

— temat ponad to, co zwykle pojawia sie na maturze.

Drzewko i schemat Bernoulliego

Na drzewku kazda gataz to jeden mozliwy przebieg doswiadczenia. Prawdopodobienstwa mno-
zymy wzdluz gatezi, a wyniki gatezi sprzyjajacych zdarzeniu dodajemy. Przy dwoch rzu-
tach symetryczna moneta wynik ,orzet i reszka w dowolnej kolejnosci” daja dwie galtezie:

1.1, 1.1 _1
372 T3 37 %

W schemacie Bernoulliego powtarzamy n razy to samo doswiadczenie o dwéch wynikach:
sukces z prawdopodobienstwem p i porazka z prawdopodobienstwem ¢ = 1 — p. Sukces to po

prostu to, co liczymy — choc¢by uszkodzenie pralki w transporcie.

( )
SCHEMAT BERNOULLIEGO

Pralka ulega uszkodzeniu w transporcie z prawdopodobienstwem p, na przyktad p = 0,05,

a wtedy ¢ = 0,95. Wieziemy ja trzy razy. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze uszkodzi si¢

doktadnie raz?

1 Na drzewku kazdy transport rozgalezia sic na dwie gatazki, p i ¢. Dobre sa gatezie
z jednym p: pqq, qpq i qqp.

i Na kazdej z nich iloczyn jest taki sam: p - q - ¢ = pg>.

m Dobrych galezi jest tyle, na ile sposobéw mozna wybraé¢ jedno miejsce na sukces

sposrod trzech: (i’) = 3. Szukane prawdopodobienstwo to 3pg?.
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ppp
ppq
pap
pqq — pg?
qpp
apq — pg*
qqp — pg?
qqq

SCHEMAT BERNOULLIEGO

Prawdopodobienstwo uzyskania doktadnie k sukceséw w n probach, gdy prawdopodobien-

stwo sukcesu w jednej probie jest réwne p, wynosi

n
P(X =k)= (k>p’“qn"“, g=1-p.

J

Kazda dobra gataz ma k sukceséw i n — k porazek, wiec daje p*¢" ", a dobrych galezi jest tyle,
na ile sposobéw mozna wybra¢ k& miejsc na sukcesy sposréd n. Dla n = 10 i k = 3 jest ich
(130) = (170) — réwnie dobrze mozna wybiera¢ miejsca na porazki.

Co najwyzej jeden sukces

MAJ 2024 - ZADANIE NR 3 POZIOM WYKONANIA 47% W FILMIE 1:45:21 3 PKT

W pewnym zaktadzie mleczarskim Smietana produkowana jest w 200-gramowych opako-
waniach. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w losowo wybranym opakowaniu $mietana
zawiera mniej niz 36% tluszczu, jest réwne 0,01. Kontroli poddajemy 10 losowo wybra-
nych opakowan ze $mietang.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze wsréd opako-
wan poddanych tej kontroli bedzie co najwyzej jedno opakowanie ze Smietang,
ktéra zawiera mniej niz 36% tluszczu. Wynik zapisz w postaci utamka dzie-

sietnego w zaokragleniu do czesci tysiecznych. Zapisz obliczenia.

Na co zwréci¢ uwage. Gramatura opakowan i zawartos¢ ttuszczu to tylko tto — licza

sie p = 0,01 in = 10.

Sukcesem jest opakowanie, w ktérym $mietana zawiera mniej niz 36% ttuszczu: p = 0,01, ¢ =

0,99, n = 10. ,,Co najwyzej jedno” znaczy: zadnego albo dokladnie jedno. Drzewka z 20 = 1024
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galeziami nie rysujemy, ale myslimy o nim:

» zadnego takiego opakowania — jedna gataz, na ktérej wszystkie opakowania sa dobre:
0,991;

o dokladnie jedno — dziesie¢ galezi (zle jest pierwsze, drugie, ..., dziesiate opakowanie), na
kazdej 0,01 - 0,99°.

Zatem

P =0,99'+10-0,01-0,99° ~ 0,996.

To dokladnie wzér Bernoulliego — drugi sktadnik to (") -0,011-0,99. Gdyby w tredci stato ,.co
najwyzej dwa”, doszediby sktadnik (120) -0,01%2- 0,998 i wtedy wzér naprawde sie przydaje.

Drzewko w zadaniu z dwiema urnami

MAJ 2015 - ZADANIE NR 11 POZIOM WYKONANIA 58% W FILMIE 1:51:13 4 PKT

W pierwszej urnie umieszczono 3 kule biate i 5 kul czarnych, a w drugiej urnie 7 kul
biatych i 2 kule czarne. Losujemy jedna kule z pierwszej urny, przektadamy ja do urny
drugiej i dodatkowo doktadamy do urny drugiej jeszcze dwie kule tego samego koloru, co
wylosowana kula. Nastepnie losujemy dwie kule z urny drugie;j.

Oblicz prawdopodobiennstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze obie kule wy-

losowane z drugiej urny beda biate.

Na co zwréci¢ uwage. Tres¢ nie mowi o zwracaniu kul, wiec dwie kule z drugiej urny

losujemy naraz — kolejnos¢ nie gra roli.

Biata kula z pierwszej urny (prawdopodobienstwo %) doktada do drugiej urny trzy biate — jest
w niej wtedy 10 biatych i 2 czarne. Czarna kula (2) doklada trzy czarne: 7 biatych i 5 czarnych.

W obu przypadkach w drugiej urnie jest 12 kul.

12

2) sposobéw — tak, jakby kule byly ponumerowane.

Dwie kule z dwunastu wybieramy na (

Prawdopodobienstwo dwdch biatych jest wiec réwne

10 7
%:10'9:§ albo (%Q)Zﬂzl_
(2) 12-11 922 (2) 12-11 22

Pierwszy wynik jest wigkszy — i stusznie, bo wtedy w urnie jest wiecej biatych kul. Taki rzut

oka to szybki test, czy rachunek ma sens.
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biala

(w urnie II: 10 b. i 2 cz.)

15

dwie biate

inne
dwie biate

czarna

(w urnie II: 7 b. 15 cz.)

inne

Mnozymy wzdtuz gatezi i dodajemy. Wspélny mianownik 8 - 22 zostawiamy bez wymnazania —

i tak sie skroci:

3 5 7 45435 80 bt
8 8 22 822 8-22 11
Drzewko to rysunek twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym: gatezie pierw-

szego poziomu dzielg wszystkie mozliwosci na roztaczne przypadki, a my sumujemy wktady

tych przypadkow. Samo twierdzenie jest w dodatku.

Prawdopodobienstwo warunkowe

-
PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE
P(ANnB) |AnB|
P(A|B)= = , P(B)>0.
P (B) | B
Drugi wzor obowiazuje, gdy wszystkie zdarzenia elementarne sa jednakowo prawdopo-
dobne.
J

Zapis P (A | B) czytamy: ,prawdopodobieristwo A pod warunkiem B”. W tresciach zadan waru-
nek wprowadzaja stowa ,pod warunkiem, ze” albo ,,jesli wiadomo, ze”. Znaczy to, ze zdarzenie
B juz zaszlo. B staje sie nowg przestrzenia (2, a ze zdarzenia A liczy sie juz tylko cze$¢ wspolna

AN B - stad |B| w mianowniku i |A N B| w liczniku.

Q
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W drugim wzorze nie ma 2. W zadaniu z prawdopodobienstwem warunkowym moc €2

zwykle nie jest potrzebna, a za samo jej obliczenie CKE nie przyznaje punktéw.

P(A|B)iP(B|A) to zupehie rézne liczby. Niech A oznacza ,dostalem si¢ na wyma-
rzone studia”, a B — ,zdatem mature”. Wtedy P (B | A) = 1, bo kto dostal si¢ na studia,

ten zdal mature. Za to P (A | B) moze by¢ male — samo zdanie matury nie wystarcza.

Z definicji P(A | B) - P(B) = P(ANB), a po zamianie 16l zdarzen P (B |A) - P(A) =
P (BN A). Prawe strony sa réwne, wiec

P(A|B)-P(B)=P(B|A)-P(A).

To twierdzenie Bayesa. Na maturze rzadko si¢ przydaje, ale dobrze pokazuje, jak oba praw-

dopodobienstwa warunkowe sg ze soba zwigzane.

Trzy orty zrzedu

CZERWIEC 2024 - ZADANIE NR 4 W FILMIE 2:06:47 3 PKT

Doswiadczenie losowe polega na dziesieciokrotnym rzucie symetryczng moneta.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze w tym doswiad-
czeniu losowym orzel wypadl dokladnie trzy razy z rzedu, jesli wiadomo, ze

wypadl dokladnie trzy razy. Zapisz obliczenia.

Na co zwrécié uwage. ,,Doktadnie trzy razy z rzedu” samo w sobie nie wyklucza innych
ortéw, ale w czesci wspolnej z warunkiem watpliwosci znikaja: orty sa doktadnie trzy

i stoja obok siebie.

Niech A oznacza, ze orzel wypadl dokladnie trzy razy z rzedu, a B — ze wypadl doktadnie trzy
razy. Szukamy P (A | B) = "72]‘3‘.

Czesé wspolna. Wyniki zapisujemy jako ciagi dziesieciu liter O i R. W AN B sa doktadnie
trzy orty i stoja obok siebie: OOORRRRRRR, ROOORRRRRR, .., RRRRRRROOO. Blok

ortéw zaczyna sie na jednym z miejsc od pierwszego do dsmego, wiec |[A N B| = 8.

Warunek. W B wybieramy trzy miejsca na orty sposrdod dziesieciu, reszte wypetniajg reszki.

Zatem

B = (2220 oy pap = =L
3 3! 120 15
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Kostka i warunek

MAJ 2025 - ZADANIE NR 4 POZIOM WYKONANIA 14% W FILMIE 2:12:48 3 PKT

Doswiadczenie losowe polega na czterokrotnym rzucie symetryczng sze$cienng kostka do
gry, ktéra na kazdej $ciance ma inng liczbe oczek od jednego oczka do szesciu oczek.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze otrzymamy co
najmniej jeden raz szesS¢ oczek, pod warunkiem ze otrzymamy dokladnie dwa

razy piec¢ oczek. Zapisz obliczenia.

Na co zwréci¢ uwage. Przy dwéch piatkach w czterech rzutach ,,co najmniej jeden raz

szes¢ oczek” to jedna albo dwie széstki — dwa roztaczne przypadki.

Niech A oznacza, ze co najmniej raz wypadnie szostka, a B — ze doktadnie dwa razy wypadnie

piatka. Liczymy P (A | B) = V?gf'.

Czesé wspodlna. Najpierw wybieramy dwa rzuty z pigtkami: (;1) = 6 sposobow.
o dwie pigtki i dwie sz6stki — széstki wypelniaja pozostate dwa rzuty: 6 mozliwosci;

« dwie piatki, jedna szo6stka i jeszcze inny wynik — széstke stawiamy w jednym z dwoch
wolnych rzutéw, a w drugim moze wypasé wszystko poza piatka i szostka: 6 - 2 -4 = 48

mozliwosci.

Razem |AN B| =6+ 48 = 54.
Warunek. Dwa rzuty z piatkami wybieramy na (3) = 6 sposobow, a w kazdym z dwoch
pozostalych moze wypasé wszystko poza piatka: |B| = 6 - 52 = 150. Zatem

54 9

Zmienna losowa i wartosé oczekiwana

To juz temat ponad potrzeby matury, ale warto wiedzie¢, o co chodzi. Zmienna losowa to
funkcja, ktérej dziedzing jest przestrzen 2: kazdemu zdarzeniu elementarnemu przypisuje liczbe.

SpotkaliSmy ja juz w schemacie Bernoulliego — X w zapisie P (X = k) liczy sukcesy.
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GRA W MONETE PRZYKLAD Z LEKCJI - 2:22:12

Rzucamy trzy razy symetryczna moneta. Za kazdego orta wygrywamy 5 zt, za kazda
reszke tracimy 10 zt. Zmienna X to wynik gry — na przyktad X (R, O, R) = —104+5—10 =

—15. Ile $rednio wygrywamy?

1 |Q = 23 = 8. Trzy reszki daja —30 zl, a trzy orly 15 zt — po jednej galezi. Dwie
reszki i orzet to —15 zt, reszka i dwa orty to 0 zt — po trzy gatezie, bo reszka albo
orzel moze wypasé w kazdym z trzech rzutow.

n  Tabela rozktadu zmiennej X — prawdopodobienstwa sumuja si¢ do 1:

=30 | 15| 0| 15

T
1 3 3] 1
Pil s | s |5
m  Wartos¢ oczekiwana to suma iloczynow x; - p;:
1 3 3 1 —30 —45+15 15
EX=--(-30)+-=--(—-15)+--04+—=-15= =——.
8 ( )+ 8 ( )+ 8 + 8 8 2
Srednio tracimy 7,50 zt na gre.
\ J

Wartosé oczekiwana to Srednia wazona, w ktérej wagami sg prawdopodobienstwa. Gdybysmy
zagrali 800 razy, mniej wiecej 100 razy straciliby$my 30 zt, 300 razy — 15 zt, 300 razy wyszliby$my
na zero i 100 razy wygralibyémy 15 zt. Sredni wynik jednej gry bytby bliski —7,50 z}, a po 100
grach byliby$my okoto 750 zt na minusie. Gre nazywamy uczciwa, gdy jej warto$é¢ oczekiwana
jest rowna 0. Kazda gra w kasynie ma dla gracza wartosé¢ oczekiwana ujemna — inaczej kasyna

by nie zarabiaty.
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= (] [ ]
Cwiczenia
1 Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w rzedzie 8 osob tak, zeby Ola i Ela staly obok siebie?

2 Ile réznych stow — takze takich, ktére nic nie znaczg — mozna utozy¢ ze wszystkich liter stowa

MATEMATYKA?

3 Oblicz albo uprosc.

o) 1_2' 0) (n+1)!

ol (n— 1)

4 Do windy na parterze oSmiopietrowego budynku wsiada 5 os6b. Kazda wysiada na jednym
z pieter od 1 do 8. Na ile sposobow osoby moga wysias¢:

a) bez zadnych ograniczen,

b) tak, zeby kazda wysiadta na innym pietrze?

5 W turnieju kazdy zawodnik rozegrat z kazdym innym doktadnie jedna partie. Rozegrano 66

partii. [lu zawodnikéw brato udziat w turnieju?

6 Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych szesciocyfrowych, w ktorych zapisie dziesietnym

wystepuja doktadnie dwie cyfry 5 i doktadnie dwie cyfry 0.

7 Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w rzedzie 4 chlopcow i 3 dziewczynki tak, zeby zadne dwie

dziewczynki nie staly obok siebie?
8 Wyznacz wspdtezynnik przy zy® w rozwinieciu wyrazenia (x + 2y)5.

9 Koszykarz trafia do kosza w pojedynczym rzucie z prawdopodobienstwem 0,8. Oblicz praw-
dopodobienstwo, ze w 5 rzutach trafi co najmniej 4 razy. Wynik podaj w zaokragleniu do czesci

tysiecznych.
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10 W pierwszej urnie sg 2 kule biate i 3 czarne, a w drugiej 4 biate i 1 czarna. Rzucamy syme-
tryczng moneta: gdy wypadnie orzet, losujemy kule z pierwszej urny, a gdy reszka — z drugie;j.

Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej.

11 Rzucamy dwa razy symetryczng szescienna kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo, ze

suma oczek jest rowna 8, jesli wiadomo, ze w pierwszym rzucie wypadta parzysta liczba oczek.

12 Rzucamy raz symetryczng szescienng kostka do gry. Gdy wypadnie szostka, wygrywamy
20 zt, a w przeciwnym razie ptacimy 5 zt. Oblicz warto$¢ oczekiwang wygranej. Czy ta gra jest

uczciwa?
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Dodatek

Dlaczego trojkgt Pascala powstaje przez dodawanie

Kazda liczba w srodku trojkata jest suma dwoéch liczb nad nia, czyli

()=Go)+ () r=r=nn

Podzbiory k-elementowe zbioru {1,2,...,n} dziela sie na dwie grupy. Te, ktére zawieraja
element n, powstaja przez dobranie do niego k — 1 elementéw sposrod n — 1 pozostatych — jest
ich (Zj) Te, ktore nie zawierajg elementu n, to po prostu k-elementowe podzbiory zbioru

{1,2,...,n — 1} — jest ich (”;1) Grupy sg roztgczne, wiec liczby sie dodaja.

Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym

N
PRAWDOPODOBIENSTWO CAtKOWITE
Jezeli zdarzenia By, Bs, ..., B, sa parami roztaczne, majg dodatnie prawdopodobienstwa
i razem dajg calg przestrzen €, to dla kazdego zdarzenia A
P(A)=P(A|B)P(B)+P(A|By)P(By)+...+ P(A| Bp) P(Bn)-
J

Na drzewku zdarzenia By, ..., B, to galezie pierwszego poziomu, a iloczyn P (A | B;) P (B;) to
iloczyn prawdopodobienstw wzdtuz gatezi, ktéra prowadzi przez B; do A. W zadaniu z dwiema
urnami B; i By to wylosowanie z pierwszej urny kuli bialej i czarnej, a P (A | By) = %,
P(A| By) = % Twierdzenie wynika wprost z definicji prawdopodobienistwa warunkowego: A
dzieli si¢ na roztaczne czeéci ANB;, a P(ANB;) =P (A| B;) P (B)).

13 % Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé (g) + (71‘) + (g) +...+ (Z) =2

14 % W urnie jest n kul, w tym 3 biate. Losujemy jednoczesnie dwie kule. Prawdopodobienstwo,

ze obie bedg biate, jest rowne % Oblicz n.

15 % Na pewng chorobe choruje 1% oséb. Test wykrywa ja u 99% chorych, ale u 2% zdrowych
tez daje wynik dodatni. Oblicz prawdopodobienstwo, ze osoba z dodatnim wynikiem testu jest

chora.
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Odpowiedzi i krotkie rozwigzania

Numer to numer zadania w tym materiale. Przy kazdym zadaniu jest wynik, wskazowka i szkic

rozumowania, bez pelnych rachunkéw.

Ewiczenia
1 2-71'=10080

Metoda blokdéw.

Ola i Ela to jeden blok: z szeScioma
pozostatymi osobami 7 obiektow, czyli 7!;

w bloku 2! ustawienia.

2 151200
Litery M i T wystepuja po dwa razy, A
— trzy razy.

10— 151 200.

3 a) 1320; b) n(n+1)
Zostaje tyle czynnikéw, ile wynosi r6z-
nica liczb.

a) 12-11-10; b) (n+1) - n.

4 a) 8 = 32768; b) 6720
Kratki: kazda osoba to jedna kratka.
a) kazda z pieciu os6b ma 8 pieter; b)
8-7-6-5-4.

5 12
Partii jest (g)
nel) = 66, caylin (n —1) = 132 =
12 - 11.
6 3840
Metoda przypadkéw niedozwolonych.
Zero na poczatku dozwolone: (g) (;1) .
8% = 5760; zero na poczatku: (J)(;) - 8% =

1
1920; 5760 — 1920 = 3840.

s.27

7 1440

Metoda luk.

Chtopcy na 4! sposobow tworzg 5 luk;
trzy luki na (g) = 10 sposobéw, dziewczynki
w nich na 3!: 24 - 10 - 6.

8 80
Skladnik (3)a? (2y)°.
10 - 23 = 80.

9 oor. & 0,737

Co najmniej 4 trafienia to 4 albo 5.
(3)-0,84:0,2+0,8° = 0,4096 + 0,32768 =
0,73728.

12 EX = —% zt; nie
Srednia wazona prawdopodobienstwami.
20- ¢+ (—5) - 3

5 P ~ .
¢ =—¢~ —0383zk gra
bytaby uczciwa przy EX = 0.

Dodatek
13

Wzér Newtona dla a = b = 1.
2n=01+1)"=@{)+ () +...+(7). Ina-

czej: obie strony licza wszystkie podzbiory
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zbioru n-elementowego — kazdy element jest

w podzbiorze albo nie.

14 oor. 1 = 10

s.28

1
15 opr. 3

wsk. Wzér Bayesa i prawdopodobienstwo cat-
kowite.
szie P (+) = 0,01-0,99 + 0,99 - 0,02 = 0,0297;

P (chory | +) = 8:823? = %
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