¢« lysyuczymatmy.pl MATERIALt KURSOWY 06

0
9 1 1
° °
8 y 2
7 2 ® 3
S ®
6 - 4

DOWODY
PODZIELNOSCI

Dowody podzielnosci - matura rozszerzona

ZAKRES

MATURY 2011-2026

D 0 ¢

Tomasz Saweczko - lysyuczymatmy.pl © 2026 - wszelkie prawa zastrzezone


https://www.lysyuczymatmy.pl/
https://www.youtube.com/@lysyuczymatmy
https://www.instagram.com/lysyuczymatmy
https://www.tiktok.com/@lysyuczymatmy

TOMASZSAWECZKO-LtYSYUCZY MATMY

Matematykq zajmuje sie od 2005 roku — zaczgtem od kore-
petycji dla znajomych ze szkoty. Studiowatem matematyke na
Uniwersytecie Jagiellonskim, Uniwersytecie Warszawskim
i Uniwersytecie im. Fryderyka Il w Neapolu. W trakcie studiéw

dwukrotnie bytem stypendystq MNiSW za wybitne osiggniecia

naukowe, a przez dwa lata prowadzitem zajecia z analizy ma-
tematycznej i algebry liniowej dla studentéw pierwszego roku

matematyki na Uniwersytecie Warszawskim.
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|
Niezbednik dowodow podzielnosci

Ten rozdziat idzie tg sama droga co lekcja. Najpierw plan dowodu podzielnosci, potem trzy
zadania z matur i dwa ze zbioru zadan CKE. Przy kazdym wida¢ ten sam schemat: wyrazenie
zapisujemy w postaci iloczynowej, a potem badamy czynniki, w razie potrzeby rozpatrujac
reszty z dzielenia. Przy ostatnim zadaniu poznajemy dowdd nie wprost. Kazda ramka

z zadaniem ma plakietke z momentem w filmie.

Jak dowodzi¢ podzielnosci

Dowody podzielnosci zdarzaja sie na maturze rzadko, ale gdy juz sie pojawiaja, sprawiaja

zdajacym duzo ktopotu. We wszystkich zadaniach z tego rozdziatu powtarza sie ten sam plan.

~
PLAN DOWODU PODZIELNOSCI

1. Zapisz wyrazenie w postaci iloczynowej — zwykle pomagajg wzory skréconego mno-
zenia i grupowanie wyrazow.

2. Jesli dzielnik jest iloczynem liczb wzglednie pierwszych, wykaz osobno podzielnosé

przez kazda z nich: przez 6 to przez 2 i przez 3, przez 36 to przez 4 i przez 9.

3. Gdy to nie wystarcza, rozpatrz reszty z dzielenia: liczba catkowita ma postac¢ 2k
albo 2k + 1; 3k, 3k + 1 albo 3k + 2 i tak dalej.

4. Dodanie lub odjecie wielokrotnosci dzielnika nie zmienia podzielnosci: liczba dzieli

sie przez 16 wtedy i tylko wtedy, gdy przez 16 dzieli sie liczba od niej o 16 mniejsza.
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Odejmujemy to, przez co dzielimy

CZERWIEC 2019 - ZADANIE NR 9 writvie 25 (TG
Udowodnij, ze dla kazdej liczby nieparzystej n wyrazenie

n® —3n* —n+19

jest podzielne przez 16.

Na co zwrdcié uwage. Zatozenie, ze n jest liczbg nieparzysta, decyduje o calym dowodzie

— warto je od razu zaznaczy¢ w tresci, zeby o nim nie zapomniec¢.

Najwygodniej byloby zapisa¢ wyrazenie w postaci iloczynowej, ale zgadywanie pierwiastkow
nic tu nie da: kandydatami sa tylko dzielniki wyrazu wolnego, +£1 i +19, a zaden z nich nie jest
pierwiastkiem. Pomaga obserwacja, ze liczba dzieli sie przez 16 wtedy i tylko wtedy, gdy przez

16 dzieli sie liczba o 16 mniejsza. Rozbijamy wiec 19 = 3 + 16:

n5—3n4—n—|—19:(n5—3n4—n+3)—|—16

i wystarczy wykazac, ze przez 16 dzieli si¢ nawias. Grupujemy pierwszy wyraz z drugim i trzeci

z czwartym, a potem dwa razy korzystamy ze wzoru a* — b* = (a — b) (a + b):
n’—=3n'—n+3=n'(n-3)—(n—3)=(n-3)(n* - 1)
=(n—3)(n*—-1) (n*+1)
=n-3)(n—1)(n+1)(n*+1).
Liczba n jest nieparzysta, wicc liczby n — 3, n — 1 i n + 1 sg parzyste, a n? jest nieparzyste,
czyli n? + 1 tez jest parzyste. Iloczyn czterech liczb parzystych dzieli sie przez 2-2-2-2 = 16,

a dodanie 16 podzielnosci nie zmienia. Na maturze wystarczy zapisa¢ ten wniosek wtasnie tymi

stowami.
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Reszty z dzielenia przez 2i przez 3

MAJ 2018 - ZADANIENR 8 POZIOM WYKONANIA 4% wrimie 624 (EXTE
Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej £ i dla kazdej liczby catkowitej m liczba

E3m — km?

jest podzielna przez 6.

Na co zwrdéci¢ uwage. 6 = 2-3, a liczby 2 i 3 sa wzglednie pierwsze — wystarczy wykazaé

podzielnos$¢ osobno przez 2 i osobno przez 3.

Wrytaczamy km przed nawias i korzystamy ze wzoru na réznice kwadratéw:

k*m — km® = km (k* — m®) = km (k —m) (k +m).

Podzielnosé¢ przez 2. Jezeli ktoras z liczb k, m jest parzysta, to parzysty jest caly iloczyn.
Jezeli obie sa nieparzyste, to ich réznica k — m jest parzysta. W kazdym przypadku iloczyn
dzieli si¢ przez 2.

Podzielnosé przez 3. Jezeli ktoras z liczb k, m dzieli sie przez 3, to przez 3 dzieli sie caly

iloczyn. W przeciwnym razie obie liczby daja z dzielenia przez 3 reszte 1 albo 2:

o jesli reszty sg rOwne, na przyktad k = 3k +11m = 3my + 1, to w réznicy reszty sie kasuja:
k—m =3 (ki —m);
o jesli reszty sg rézne, na przyktad £ = 3k; + 11 m = 3my + 2, to przez 3 dzieli si¢ suma:

k+m:3(k1+m1+1)

lloczyn dzieli si¢ przez 2 i przez 3, wiec dzieli si¢ przez 6. Takie rozumowanie mozna na maturze

po prostu opisa¢ zdaniami.

RESZTY SIE KASUJA

Jezeli liczby catkowite a i b daja te sama reszte z dzielenia przez n, to ich réznica a — b

dzieli sie przez n.

Zapisujac liczbe k jako 2k; + 1, bierzemy nowaq litere. Zapis £k = 2k + 1 jest btedny —

z takiej réwnosci wynika k = —1.
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lloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych

MAJ 2011 - ZADANIE NR 1 W FILMIE 9:58 4 PKT

Uzasadnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba k5 — 2k* + k2 jest podzielna przez 36.

Znowu zaczynamy od postaci iloczynowej. Wylaczamy k2, a w nawiasie rozpoznajemy kwadrat
rézmicy (a —b)? =a® —2ab+b? dlaa=k*>ib=1:

2

KO — 2k + K* = K> (k' —2k” + 1) = k% (K* — 1)
=K k-17k+1)7=[k-DEk(k+1).

Jezeli liczba w nawiasie kwadratowym dzieli sie przez 6, to jej kwadrat dzieli sie przez 6 = 36.

A w nawiasie stoi iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych.

ILOCZYN TRZECH KOLEJNYCH LICZB CALKOWITYCH

lloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych dzieli sie przez 6. Wsréd tych liczb co najmniej
jedna jest parzysta (liczby parzyste wystepuja co dwie) i doktadnie jedna dzieli sie przez

3 (takie liczby wystepuja co trzy).

Na przyktad dla £ = 5 w nawiasie stoi 4-5-6 = 120 = 6 - 20.

Suma szescianow — sztuczka ze wzorow Viéte’a

ZBIOR ZADAN CKE 2022 - ZADANIE NR 5 W FILMIE 13:35 4 PKT

Suma liczb catkowitych x i y jest podzielna przez 3.

Wykaz, ze suma sze$cianow liczb x i y jest podzielna przez 9.

Zaltozenie zapisujemy jako x+y = 3k, gdzie k jest liczba catkowita. Sume szeSciandéw rozktadamy

ze Wzoru
P4yt =(x+y) (2® —ay+y?) =3k (® —zy+ 7).

Jedng trojke juz mamy, drugiej szukamy w nawiasie. Zapisujemy go za pomocg sumy = + y

i illoczynu xy — tak jak w zadaniach ze wzorami Viete’a:

22 —xy+y° = (x2+2xy+y2)—3:vy=(x+y)2—3xy
:9k2—3xy:3(3k;2—my).
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Liczba 3k? — zy jest calkowita, wiec

3+ =3k-3 (3k2 — :Ey) =9k (3k‘2 — xy)

dzieli sie przez 9.

Dowod nie wprost

ZBIOR ZADAK CKE 2022 - ZADANIE NR 4 writmie17:53  (BTESS
Rozpatrzmy liczby naturalne wigksze od 1000, w ktérych zapisie wystepuje tylko cyfra 1:

a=11...111
—_—
Wykaz, ze jesli liczba a zapisana za pomoca n jedynek jest liczbg pierwsza, to

liczba n réwniez jest liczbg pierwsza.

O liczbach pierwszych trudno cokolwiek wykazaé wprost, wiec dowodzimy nie wprost. Te
metode znamy od przedszkola: dwoch chtopcow licytuje sie, kto ma wiecej, i gdy jeden mowi
»a ja mam milion”, drugi odpowiada ,,a ja mam tyle co ty plus jeden”. To dowdd nie wprost, ze
nie ma najwickszej liczby naturalnej: gdyby jakas liczba N byta najwicksza, to N + 1 bytaby

od niej wicksza — sprzecznos¢.

N
DOWOD NIE WPROST
Zamiast wykazywac, ze z P wynika (), mozna wykaza¢, ze z zaprzeczenia () wynika
zaprzeczenie P:
(P=0Q) <= (—Q=-P).
J

Nie wprost dowodzi sie tez, ze v/2 jest liczba niewymierng: zakladamy, ze jest wymierna, i do-
chodzimy do sprzecznoéci (pelny dowdd jest w dodatku).

W zadaniu wykazujemy wiec, ze jezeli n jest liczba zlozong, to a tez jest liczba ztozona.
Niech n = k-m, gdzie k i m sg liczbami naturalnymi wiekszymi od 1. Zapis liczby a dzielimy na
m grup po k jedynek. Kazda grupa to liczba b = 11...1 pomnozona przez odpowiednia potege

k
dziesigtki, wiec
a=0b-10""D 4 +5-10% +b-10" +b
= b (10F™D 4 .+ 10% + 10" + 1) .

Oba czynniki sg wieksze od 1, bo k > 11im > 1, wiec a jest liczba ztozona. Jesli zatem a jest
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liczba pierwsza, to n tez musi by¢ liczbg pierwsza.

4 )

SZESC JEDYNEK PRZYKLAD Z LEKCJI - 24:25

Liczba 6 = 2 - 3 jest ztozona, wiec liczba 111111 tez powinna by¢ ztozona.

1 Dzielimy zapis na trzy grupy po dwie jedynki: 111111 = 110000 + 1 100 + 11.

i Kazdy sktadnik to 11 razy potega dziesigtki: 111111 = 11 - 10* + 11 - 10> + 11 =
11-10101.

Czego si¢ spodziewac na maturze

Zadanie w rodzaju tego z liczbg zlozona z samych jedynek raczej si¢ na maturze nie pojawi.
Typowe zadanie maturalne wyglada jak trzy pierwsze z tego rozdziatu: wyrazenie trzeba roz-
tozy¢ na czynniki, korzystajac z umiejetnosci algebraicznych, a potem ewentualnie rozpatrzyé

reszty z dzielenia czynnikow przez 2, przez 3 albo przez inng liczbe.
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Kongruencje

Kongruencji nie ma w podstawie programowej — to rozdzial dla ciekawych. Kongruencja to
krotki zapis rachunkéw na resztach z dzielenia. Dzieki niej w kilku linijkach dowodzi sie rzeczy,
ktorych na pierwszy rzut oka nie wiadomo jak ruszy¢. Kazdy taki rachunek da sie tez zapisac¢

jezykiem reszt.

Przystawanie modulo

-
KONGRUENCJA
Liczba catkowita m przystaje do liczby catkowitej £ modulo n, gdy n dzieli réznice
m — k. Zapisujemy to tak:
m=k (modn).
Inaczej: liczby m i k daja te sama reszte z dzielenia przez n.
J

Na przyktad 7 =2 (mod 5), bo réznica 7—2 = 5 dzieli si¢ przez 5, a obie liczby daja z dzielenia
przez 5 reszte 2. Kongruencje mozna przeksztalcaé¢ podobnie jak réwnanie. Z 12 = 0 (mod 3) po
odjeciu 2 od obu stron dostajemy 10 = —2 (mod 3) —1i to nadal jest prawda, bo 10— (—2) = 12

dzieli si¢ przez 3. Kongruencje mozna tez taczyé¢ w tancuchy:

10=-2=1 (mod 3).

Dodanie lub odjecie n nie zmienia reszty z dzielenia przez n, wiec na przyktad 5 =1 = —1
(mod 2).
Zamiast reszty n — 1 wygodnie pisa¢ —1: 10 = —1 (mod 11), 2 = —1 (mod 3), 49 = —1

(mod 10). Potegi liczby —1 liczy sie w pamieci — korzystaja z tego wszystkie przyktady

w tym rozdziale.
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Wiasnosci kongruenciji

-
DZIAtANIA NA KONGRUENCJACH
Jezelia =0 (mod n)ic=d (mod n) -z tym samym modutem n — to
a+c=b+d (modn), a—c=b—d (modn),
ac =bd (mod n), a* =b" (mod n) dla kazdej liczby naturalnej k.
J

Kongruencje o tym samym module mozna wiec dodawac, odejmowac i mnozy¢ stronami, a takze
podnosi¢ do potegi. Wyktadnik k£ nie ma nic wspdlnego z modutem n. Dowody tych wtasnosci

sg krotkie — stoja w dodatku.

Dzieli¢ kongruencji stronami w ogélnosci nie wolno: 2-4=2-1 (mod 6), bo 8 — 2 =6,
ale 4 1 (mod 6).

Trzy przyktady z lekcji

( )

PODZIELNOSE PRZYKtAD Z LEKCJI - 31:52

Wykazmy, ze 11 dzieli liczbe 102926 — 1.

i 11 =0 (mod 11), wiec po odjeciu 1 od obu stron 10 = —1 (mod 11).

n Podnosimy obie strony do potegi 2026: 102026 = (—1)***® =1 (mod 11).

m 7 definicji kongruencji 11 dzieli 102926 — 1. Inaczej méwigc, liczba zapisana za pomoca

2026 dziewiatek dzieli sie przez 11.
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PODZIELNOSC PRZYKtAD Z LEKCJI - 33:35

Wykazmy, ze 3 dzieli 2" + 1 wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczbg nieparzysta.

1 3=0 (mod 3), wiec 2= —1 (mod 3).
i Podnosimy do potegi n: 2" = (—1)" (mod 3), czyli 3 dzieli 2" — (—1)".

m Dla nieparzystego n mamy (—1)" = —1, wigc 3 dzieli 2" + 1. Dla parzystego n jest

2" =1 (mod 3), wiec 2" + 1 daje reszte 2 i przez 3 si¢ nie dzieli.
\\§ J

Ten sam fakt da si¢ wykaza¢ po szkolnemu. Oprécz wzoru na sume szesScianéw sa wzory na
sume dowolnych nieparzystych poteg — w drugim nawiasie znaki si¢ przeplataja:
a®+b° = (a+10b) (a® — ab+b*),
a® 4+ = (a+0b) (a* — a’b+ a®b* — ab® + b*)

i tak dalej. Dla nieparzystego n mamy wiec 2" + 1 = 2" + 1" = (24 1) - ¢ = 3¢, gdzie ¢ jest

liczbg catkowita. Na maturze czesciej przyda sie sam wzér na a® + b.

4 N\

OSTATNIA CYFRA PRZYKLAD Z LEKCJI - 36:51

Jaka jest ostatnia cyfra liczby 729267

1 Ostatnia cyfra liczby naturalnej to jej reszta z dzielenia przez 10, na przyktad 257 =
25-10+4 7.
1 72=49= —1 (mod 10), bo 49 — (—1) = 50.

m Podnosimy do potegi 1013: 72026 — (72)'%% = (_1)!19% — _1 =9 (mod 10). Ostatnia
cyfra to 9.
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Liczby pierwsze

Liczby pierwsze to wyzsza szkota jazdy: duzo o nich wiemy, a wiele pytan wciaz czeka na

odpowiedz. W tym rozdziale dwa przyktady z lekcji i dwie ciekawostki.

Liczba pierwsza a podzielnos¢ przez 24

( )

LICZBY PIERWSZE PRZYKtAD Z LEKCJI - 40:40

Wykazmy, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 5 liczba p* — 1 dzieli si¢ przez 24.

1 Postaé iloczynowa: p> —1=(p—1)(p+1),a24=8"-3.

n Liczba p jest nieparzysta, wigc p = 4k + 1 albo p = 4k + 3. W pierwszym przy-
padku (p— 1) (p+1) = 4k (4k +2) = 8k(2k + 1), w drugim (4k + 2) (4k +4) =
8(2k+ 1) (k+ 1) — w obu iloczyn dzieli sie przez 8.

m Liczba p nie dzieli sie przez 3, wiec p = 3k + 1 (wtedy 3 dzieli p— 1) albo p = 3k + 2
(wtedy 3 dzieli p + 1).

v Liczby 8 i 3 sg wzglednie pierwsze, wicc 24 dzieli p? — 1.

Z tego, ze p jest liczba pierwsza, skorzystaliSmy tylko po to, zeby wiedzie¢, ze p jest
nieparzysta i niepodzielna przez 3. Teza zachodzi wiec dla kazdej takiej liczby, na przyktad

252 — 1 =624 = 24 - 26.

s.13 ¢ lysyuczymatmy.pl


https://www.lysyuczymatmy.pl/

DOWODY PODZIELNOSCI - PODZIELNOSC, RESZTY Z DZIELENIA | KONGRUENCJE

Liczby Mersenne’'a

4 )

LICZBY ZtOZONE PRZYKLAD Z LEKCJI - 43:40

Wykazmy, ze jezeli n jest liczbg ztozong, to 2" — 1 tez jest liczba ztozona.

1 n = mk, gdzie m i k sa liczbami naturalnymi wiekszymi od 1. Wtedy 2" — 1 =
(2m)F —1*.

Il Ze wzoru na rézmice poteg (nizej) liczba (2™)F — 1% dzieli si¢ przez 2™ — 1.

m 2"—1>1,bom>1,a2™—1<2"—1. Liczba 2" — 1 ma wi¢c dzielnik rézny od 1

i od siebie samej — jest ztozona.

\
N
ROZNICA POTEG
Dla kazdej liczby naturalnej & > 2
a* =" =(a—0b) (" +a"b+ .. +ab TP+ V).
Najprostsze przypadki to a> — b* = (a — b) (a + b) i a® — b* = (a — b) (a® + ab + b?).
J

Liczba 2™ — 1 moze wiec by¢ pierwsza tylko wtedy, gdy n jest liczbg pierwsza. Liczby postaci
2" —1 nazywamy liczbami Mersenne’a, a te z nich, ktore sa pierwsze — liczbami pierwszymi
Mersenne’a. Na przyktad 22 —1 =3,23 -1 =17,2> -1 = 31127 — 1 = 127 sy pierwsze.
Wykladnik bedacy liczbg pierwsza to jednak za mato: 21 — 1 = 2047 = 23 - 89.

Marin Mersenne (1588-1648) byt francuskim zakonnikiem z zakonu miniméw, matema-
tykiem i teologiem. Prowadzit rozlegty korespondencje¢ z uczonymi swoich czaséw, miedzy
innymi z Kartezjuszem i Fermatem. Znamy dzi$ 52 liczby pierwsze Mersenne’a (stan na

2136 279841

pazdziernik 2026). Najwieksza z nich, — 1, jest zarazem najwieksza znana liczba

pierwsza. Nie wiadomo, czy liczb pierwszych Mersenne’a jest nieskonczenie wiele.
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Liczby pierwsze blizniacze

Matura 2027 wypada w roku, ktory jest liczba pierwsza. Liczba pierwsza jest tez 2029. Dwie
liczby pierwsze réznigce sie o 2 nazywamy liczbami pierwszymi blizniaczymi: na przyktad
315,517,111 13, a takze 2027 i 2029. Blizej siebie dwie liczby pierwsze leze¢ nie moga — poza

para 2 i 3 — bo wszystkie liczby pierwsze oprécz 2 sa nieparzyste.

Nie wiadomo, czy par liczb pierwszych blizniaczych jest nieskonczenie wiele. To jeden
z najstynniejszych otwartych probleméw matematyki — hipoteza liczb pierwszych bliZznia-

czych.
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Cwiczenia

1 Wykaz, ze dla kazdej liczby nieparzystej n liczba n® — 3n* — n + 35 jest podzielna przez 16.
2 Wykaz, ze dla kazdej liczby nieparzystej n liczba n* — 1 jest podzielna przez 16.

3 Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba n3 + 5n jest podzielna przez 6.

4 Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej k liczba k* — 2k3 — k? + 2k jest podzielna przez 24.

5 Liczby a, b, ¢ sg kolejnymi wyrazami ciaggu arytmetycznego o réznicy réwnej 5, a jedna z nich

jest wielokrotnoscig liczby 5. Wykaz, ze iloczyn abe jest podzielny przez 750.

6 Roznica liczb catkowitych z i y jest podzielna przez 3. Wykaz, ze liczba 23 — y3 jest podzielna

przez 9.

7 Wykaz, ze liczba zapisana za pomoca 35 jedynek jest liczba ztozona.

8 Wykaz, ze liczba 10227 + 1 jest podzielna przez 11.

9 Wyznacz ostatnig cyfre liczby 32026,

10 Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 23" — 1 jest podzielna przez 7.

11 Wykaz, ze jezeli p jest liczbg pierwszg wieksza od 3, to p? + 2 jest liczba ztozona.

12 Wykaz, Ze liczba 215 — 1 jest liczbg ztozona.
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Dodatek

Dlaczego /2 jest liczbg niewymierng

Przypuséémy, ze /2 = ’5’, gdzie p i ¢ sa liczbami naturalnymi, a utamek jest nieskracalny. Wtedy
p? = 2¢%, wicc p? jest liczba parzysta, a zatem p jest parzyste — kwadrat liczby nieparzystej
jest nieparzysty. Niech p = 2r. Wtedy 4r? = 2¢°, czyli ¢> = 2r?, wiec réwniez q jest parzyste.
Licznik i mianownik dzielg sie przez 2, co przeczy temu, ze utamek jest nieskracalny. Zatem /2

jest liczbg niewymierna.

Dlaczego kongruencje mozna dodawaé i mnozy¢ stronami

Niech n dzieli a — b i ¢ — d. Wtedy

(a+c)—(b+d)=(a—b)+ (c—d), ac—bd=a(c—d)+d(a—0).

Po prawej stronie stoja suma i wielokrotnosci liczb podzielnych przez n, wiec obie réznice dziela

sie przez n. Potegowanie to mnozenie kongruencji a = b przez siebie k razy.

Wzory na réznice i sume poteg
Po wymnozeniu w iloczynie

(a—0b) (" " +d" b+ ... +ab>+ 0"

wyrazy znosza sie parami i zostaje tylko a* —b*. Gdy k jest nieparzyste, wstawiamy —b w miejsce

b i dostajemy wzor na sume poteg:

a" +0" = (a+b) ("' —ad" b+ —ab T
13« Wykaz, ze dla dowolnych liczb catkowitych a i b liczba a®b — ab® jest podzielna przez 30.

14 %« Wykaz, ze suma kwadratow trzech kolejnych liczb catkowitych nie jest podzielna przez 3.

15 x Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 32"+ + 272 jest podzielna przez 7.

s.17 ¢ lysyuczymatmy.pl


https://www.lysyuczymatmy.pl/

Odpowiedzi i krotkie rozwigzania

Numer to numer zadania w tym materiale. Prawie wszystkie zadania sa na dowdd — przy

kazdym jest wskazéwka albo szkic rozumowania, bez pelnych rachunkow.

Cwiczenia
1

Rozbij 35 = 3 + 32.

n® — 3nt —n + 35 =
(n—=3)(n—1)(n+1)(n*+1) + 32; cztery
czynniki sa parzyste, a 32 dzieli sie przez 16.
2

Roztéz na czynniki.

n*—1=(n—1)(n+1)(n*+1). Liczby
n —11in+ 1 to kolejne liczby parzyste, wiec
jedna z nich dzieli sie przez 4 i ich iloczyn

dzieli si¢ przez 8; n? + 1 jest parzyste.

3

on = 6n — n.

n®+5n = (n—1)n(n+ 1) + 6n; iloczyn
trzech kolejnych liczb catkowitych dzieli sie

przez 6.

4
Wytacz k i pogrupuj wyrazy w nawiasie.
kY — 2K — k% + 2k =

(k—2)(k—1)k(k+ 1) — iloczyn czterech

kolejnych liczb. Jedna z nich dzieli si¢ przez

3, dwie sg parzyste, w tym jedna podzielna

przez 4; razem 3 - 8§ = 24.

5
Wszystkie trzy liczby sa wielokrotno-

Sciami 5.
b=>5t,a=5(t—1),c=5(t+1), wiec

abc = 125(t — 1)t (t + 1) dzieli si¢ przez

s.18

125 -6 = 750.

6

Jak w zadaniu ze zbioru CKE, ale ze
wzoru na roznice szescianow.

r—y = 3k — P =
(v —y) [(x — y)* + 32y] = 3k (92 + 3zy) =
9% (3k* + xy).

7

35=5-1.

Pie¢ grup po siedem jedynek: liczba
dzieli sie przez 1111111, a iloraz jest wiek-
szy od 1 (albo siedem grup po pie¢ jedynek
— dzielnik 11111).

8
10 = —1 (mod 11).
102027 = (_1)2027 —

10227 +1=0 (mod 11).

—1 (mod 11), wiec

9 9

32 =9=—1 (mod 10).

32026 _ (32)1013 = (_1)1013 —_1=09
(mod 10).

10
23 =8=1 (mod 7).
23" = 8" = 1" = 1 (mod 7), wiec 7

Kwadrat liczby niepodzielnej przez 3
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daje z dzielenia przez 3 reszte 1.
szae p = £1 (mod 3), wiec p? =11 p*+2=0
(mod 3); a p?+2 > 3, wiec to liczba ztozona.

12 zadanie na dowéd
wsk. 15 =3 - 5.
szae 28 — 1 = (23)° — 15 dzieli sie przez

23 — 1 = 7: rzeczywidcie 32767 = 7 - 31 - 151.

Dodatek

13 zadanie na dowéd
wse. 30 = 2 -3 . 5oraz a’b — al® =
ab(a — b) (a +b) (a® + b?).

szuic Przez 2 1 przez 3 — jak w zadaniu

s.19

z maja 2018. Przez 5: jesli 5 nie dzieli a ani
b, to ich reszty to +1 albo +2. Przy a = b
dzieli si¢ a — b, przy a = —b dzieli sie a + b,
a gdy jedna reszta to 1, a druga £2, to
a>+ 0> =1+4=0 (mod 5).

14 zadanie na dowéd

e (n—1)° +n2 + (n+1)> = 3n? + 2 daje
z dzielenia przez 3 reszte 2.

15 zadanie na dowéd

wsk. 9 =2 (mod 7).

szwe 32T =397 =327 272 = 4. 27,
wiec suma przystaje do 7-2" =0 (mod 7).
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