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I
Niezbednik dowodow algebraicznych

Ten rozdziat idzie ta samg droga co lekcja. Zaczynamy od sposobéw dowodzenia i wzo-
row skréconego mnozenia. Potem dwa zadania, w ktorych podpowiedz kryje sie w tresci:
raz w tezie, raz w zalozeniu. Jedng nieréwnos¢ dowodzimy sumg kwadratéow i jako zada-
nie z parametrem, drugg — rozkladem wielomianu, pochodng i nieréwno$ciag miedzy
Srednimi. W drugiej czesci: zalozenia wyprowadzane samemu, metoda geometryczna,
wielomian czwartego stopnia, warunek z suma i nieréwnos¢ z pierwiastkami. Na koniec krotkie

podsumowanie. Kazda z oémiu ramek z zadaniami CKE ma plakietke z momentem w filmie.

Pieé sposobow na dowod

Zadanie z dowodem algebraicznym jest prawie w kazdym arkuszu maturalnym. Najczesciej

trzeba wykazac¢ nieréwno$é, rzadziej rownosé. W lekcji jest pieé¢ sposobdéw:
1. bezposrednio, przeksztalceniami algebraicznymi — zwykle ze wzorami skréconego mnoze-
nia;
2. geometrycznie, narzedziami geometrii analitycznej;
3. pochodng — badajac, gdzie funkcja ro$nie, a gdzie maleje;

4. jak zadanie z parametrem, gdy nieré6wnos¢ jest kwadratowa wzgledem jednej z niewia-

domych;
5. nieré6wnos$cia miedzy Srednimi.

Przed lekcja warto powtorzy¢ wzory skroconego mnozenia — wracajg w kazdym zadaniu.

N
WZORY SKROCONEGO MNOZENIA
(a+b)°=a’>+2ab+ b, a*>—b"=(a—0)(a+b),
(a—b)?=a®—2ab+ b, a® - =(a—0b)(a®+ab+0?),
a®+ b’ = (a+b) (a® — ab+b%) .
J

Najczesciej przydaje sie kwadrat sumy albo réznicy: prawie kazdy dowdd z tej lekeji konczy sie

wyrazeniem, ktore okazuje sie kwadratem, a kwadrat liczby rzeczywistej jest nieujemny.
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Podpowiedz ukryta w tezie

Zanim zaczniemy przeksztatcaé, warto przeczytac, co mamy wykazac¢. Teza czesto podpowiada,
do jakiej postaci trzeba dojsc.
CZERWIEC 2020 - ZADANIENR 8 POZIOM WYKONANIA 25% w rmie 2:40 (IS

Liczby dodatnie a i b spelniajg réwnoéé¢ a? + 2a = 40> + 4b.
Wykaz, ze a = 2b.

Na co zwrdci¢ uwage. Teza a = 2b to inaczej a —2b = 0. Taka réwnos¢ dostaniemy, jesli
zalozenie uda sie zapisaé jako iloczyn (a — 2b) - W = 0, w ktérym drugi czynnik W nie

jest zerem. Zatozenie méwi tez — stowami, a nie nieréwnoscia — ze liczby a i b sa dodatnie.

Przenosimy wszystko na jedng strone i grupujemy kwadraty oraz wyrazy bez kwadratow:

a’+2a—4 —4b=0 <= (a®—4b°) + (2a —4b) = 0.

Pierwszy nawias to roznica kwadratow, z drugiego wytaczamy dwojke:
(a —2b) (a+2b) +2(a—2b) =0,
(a—2b)(a+2b+2)=0.

Liczby a i b sa dodatnie, wiec a+2b+2 > 0 — na maturze wystarczy to jedno zdanie komentarza.

lloczyn jest zerem, a drugi czynnik nie, wiec a — 20 = 0, czyli a = 2b.

Bez zatozenia o znakach dowdd by sie nie udal: drugi nawias mogtby by¢ zerem. Na
przyktad liczby a = —2 i b = 0 spetniaja réwnosé a* + 2a = 4b® + 4b (obie strony sa réwne
0), a mimo to a # 2b.
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Podpowiedz ukryta w zatozeniu

Podpowiedz moze tez tkwi¢ w zatozeniu.

MAJ 2022 - ZADANIE NR 6 POZIOM WYKONANIA 25% W FILMIE 8:10 3 PKT

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej y takich, ze

2z > y, spetniona jest nieréwnosé

T2 + 42y > P 4 2xy® — 20

Na co zwréci¢ uwage. Zaltozenie 2x > y to inaczej 2x — y > 0. Jesli po przeniesieniu
wszystkiego na jedng strone uda si¢ wytaczy¢ czynnik 2z —y, wystarczy pokazac, ze drugi

czynnik jest nieujemny.
Przenosimy wszystko na lewa strone; 72% i 23 daja razem 8z3:

8% + 42y — y® — 22y > 0.

Skoro ma sie pojawié¢ czynnik 22—y, tgczymy 8z% z —y® — to réznica szedcianéw, bo 8z% = (2x)°
—a z dwoch pozostalych wyrazéw wytaczamy 2xy:
82° —y® = (22 — y) (4x2 + 2xy + y2) ,
4oy — 2xy® = 2y (20 — ).
Obie czedci zawieraja czynnik 2x —y — to potwierdza, ze droga jest dobra. Wytaczamy go przed
nawias:

(2x — y) (4:5'2 + 2xy + 1y + ny) = (2 —y) (43:2 +dxy + y2) =2z —y) 2z + y)2 }

Pierwszy czynnik jest dodatni z zalozenia, drugi — nieujemny jako kwadrat liczby rzeczywistej.

lloczyn liczby dodatniej i nieujemnej jest nieujemny, co konczy dowdd.
Kto nie pamigta wzoru na réznice szeScianéw, niech zapamigta przynajmniej pierwszy

nawias: a® — b> = (a—b) - (...) — stoi w nim réznica tych samych liczb. Przy sumie

szeScianOw w pierwszym nawiasie jest suma, a minus pojawia si¢ w drugim, przy ab.
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Suma kwadratow

CZERWIEC 2017 - ZADANIE NR 7 W FILMIE 17:26 3 PKT

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej y prawdziwa

jest nieré6wnosc

52% 4+ y* — day + 62 +9 > 0.

Na co zwrécié uwage. Wyraz —4zy pasuje do kwadratu rézmicy (2z —y)° = 422 —

4xy + 2. Z 5x? bierzemy do tego kwadratu 422, a zostaje x2.
Lewsg strone zapisujemy wiec tak:

5%+ y? — dzy + 67+ 9 = (42” —day +y*) + (22 + 62 +9) = (22 — y)* + (v + 3)*.

Suma kwadratéw liczb rzeczywistych jest nieujemna, co konczy dowdd. Postepujemy tu tak
samo jak przy sprowadzaniu rownania okregu do postaci kanonicznej: uzupeliamy wyrazenie

do pelnych kwadratow.

Skad wiadomo, ze 2 4+6x+9 to kwadrat? Wyréznik tego tréjmianu jest réwny 36—4-9 = 0.
Trojmian kwadratowy o wyrdzniku zero zawsze jest kwadratem dwumianu pomnozonym
przez wspotczynnik przy x? — tu (z + 3)2. W prostym przyktadzie wida¢ to od razu,

w trudniejszym ten rachunek oszczedza zgadywania. Uzasadnienie jest w dodatku.

Nierownos¢ jako zadanie z parametrem

Te sama nieréwno$¢ da sie wykazaé¢ bez pomystu na kwadraty. Traktujemy x jako zmienng, a y

jako parametr, i porzadkujemy lewa strone wedtug poteg x:

522+ (6 —4y) x4+ 3> +9 > 0.

Gdyby zamiast y statlo tu m, polecenie brzmialoby znajomo: wykaz, ze dla kazdej wartosci
parametru m ta nierownos¢ kwadratowa jest prawdziwa dla wszystkich x.

Wspétezynnik przy 22 jest dodatni, wiec parabola ma ramiona skierowane do géry. Nieréwnogé
zachodzi dla kazdego = wtedy i tylko wtedy, gdy parabola ma co najwyzej jedno miejsce zerowe
— dotyka osi albo lezy nad nia. Przy dwdéch miejscach zerowych kawatek paraboli zszedtby pod

0S.
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NN

X X

A=0 A<O A > 0 — nie

Trzeba wiec wykazaé, ze wyréznik, ktory zalezy od y, jest niedodatni: A(y) < 0.

Ay) = (6 —4y)* —4-5- (y* +9)
= 36 — 48y + 16y — 20y — 180
= —dy® — 48y — 144
= —4(y* + 12y +36) = —4 (y +6).

Kwadrat jest nieujemny, wiec —4 (y—|—6)2 < 0 dla kazdego y, co konczy dowod. Trojmian

w nawiasie znéw rozpoznajemy po wyrézniku: 122 — 4 .36 = 0.

Ten sposoéb jest dluzszy niz suma kwadratow i tatwiej w nim o btad rachunkowy. Za to
da si¢ go zastosowac zawsze, gdy nierownos¢ jest kwadratowa wzgledem jednej z niewia-
domych — to dobre koto ratunkowe, gdy na maturze nie ma pomystu na kwadraty, i dobry

trening zadan z parametrem.

Nierownos¢ wielomianowa: rozktad na czynniki

CZERWIEC 2023 - ZADANIENR 5 W FILMIE 29:55 3 PKT
Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej a prawdziwa jest nieréwnoscé

16
a4+ = > 12.
a

Na co zwrdci¢ uwage. Liczba a stoi w mianowniku, a z zatozenia jest dodatnia. Dlatego
wolno pomnozy¢ obie strony nieréwnosci przez a i zwrot nieréwnosci sie nie zmieni. Te
informacje trzeba zapisa¢ w rozwigzaniu: mnozymy przez wyrazenie, ktore w ogdlnosci

mogtoby mieé¢ rézne znaki.

Po pomnozeniu przez a > 0 i przeniesieniu wszystkiego na jedna strone dostajemy nieréwnosé

wielomianowa:

a>+16> 120 <— a®>—12a+16 > 0.
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Najprostsza droga to rozktad wielomianu W(a) = a® — 12a + 16 na czynniki. Pierwiastka
szukamy wsrod dzielnikéw wyrazu wolnego, zaczynajac od najmniejszych. Liczby +1 nie sa

pierwiastkami, ale
W(2)=8-24+16=0,
wiec z twierdzenia Bézouta wielomian dzieli si¢ przez a — 2. Zamiast dzieli¢ pisemnie albo

schematem Hornera, rozbijamy —12a na —4a — 8a — tak, zeby kazda z dwdch czesci zerowata

sie dla a = 2:

a® —12a + 16 = (a* — 4a) — (8a — 16)
a

(a® — 4)—8 (a—2)

ala—2)(a+2)—8(a—2)
(a — (a + 2a — )

Tréjmian a® + 2a — 8 tez zeruje sie dla a = 2, bo 4 +4 — 8 = 0. Ze wzoréw Viete'a iloczyn jego
pierwiastkow jest réwny ilorazowi wyrazu wolnego przez wspoétczynnik przy kwadracie, czyli

=% = —8. Drugi pierwiastek to wiec —4, a a® +2a — 8 = (a — 2) (a +4). Stad

a® —12a 416 = (a — 2)* (a +4) > 0,

bo kwadrat jest nieujemny, a a +4 > 0 dla a > 0. lloczyn liczby nieujemnej i dodatniej jest

nieujemny, co konczy dowdd.

Nieréwnosci nie wolno mnozy¢ przez wyrazenie, ktérego znaku nie znamy. Bez zalozenia
a > 0 trzeba by rozpatrzy¢ przypadki — a dla niektérych a < 0 nieréwnosé z zadania jest

falszywa, na przyktad dla a = —1 lewa strona jest réwna 1 — 16 = —15.

Pochodna jako koto ratunkowe

Ten sam dowdd da si¢ przeprowadzi¢ bez rozktadu na czynniki. Zamieniamy a na x, zeby

wygladato znajomo, i badamy funkcje

f(r) =2 —122 4+ 16 dla =z > 0.

Kto jeszcze nie miat pochodnych, potrzebuje tu tylko kilku faktow.
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POCHODNA W SKROCIE

Pochodna potegi: (z") = na"*

— wyktadnik staje przed x jako wspotczynnik, a sam
zmniejsza sie o 1. Na przyktad (:cS)' = 327, a (122)" = 12. Pochodna stalej jest réwna 0,

a pochodna sumy to suma pochodnych.

Jezeli w pewnym przedziale f'(z) > 0, to funkcja f jest w nim rosnaca; jezeli f'(z) < 0 —

malejaca.

Pochodna moéwi, jak zmienia sie funkcja, a stala si¢ nie zmienia — stad zero. Liczymy:

fl@)=32"-12=3 (2" —4) =3(z—2) (z +2).

Pochodna to funkcja kwadratowa z ramionami do géry i miejscami zerowymi —2 oraz 2. Inte-
resuja nas tylko = > 0: w przedziale (0,2) pochodna jest ujemna, wiec f maleje, a w przedziale

(2,00) jest dodatnia, wiec f rosnie. Najmniejsza wartos¢ funkcja przyjmuje zatem dla x = 2:

f(2) =8—24+16 =0.

f(z) =23 — 122 + 16

oénie

2 4 T

Kazda wartos¢ f(x) dla z > 0 jest wiec wigksza lub réwna f(2) = 0, czyli 2 — 122 + 16 > 0 —
a to jest nierownos¢, ktéra mielismy wykazaé. Warto$¢ f(2) policzyliSmy zreszta juz wezesniej,

przy zgadywaniu pierwiastka.
Nierownos¢ miedzy srednimi

Trzeci spos6éb na ten sam przyktad jest najkrotszy, ale wymaga pomystu. Wykorzystujemy

w nim nierownos¢, ktorg mozna znalezé w tablicach maturalnych.
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DOWODY ALGEBRAICZNE - NIEROWNOSCI | ROWNOSCI DO WYKAZANIA

N
NIEROWNOSC MIEDZY SREDNIA ARYTMETYCZNA A GEOMETRYCZNA
Dla liczb nieujemnych aq, as, ..., a, prawdziwa jest nieréwnosé
a, +as + ...+ a,
> ay-ag- ... ap,
n
a rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie te liczby sa rowne.
J

Bierzemy trzy liczby: a2, % i g — ich suma to lewa strona nieréwnosci z zadania. Wszystkie sg

dodatnie, bo a > 0, wiec z nieréwnosci miedzy $rednimi

2 8 8
a +E+E>3

; > — /64 = 4.

a? -

Q| 0o
Q|

Po pomnozeniu przez 3 dostajemy a® + % > 12, co konczy dowdd.

Skad ten pomyst? Po prawej stronie nieréwnosci z zadania stoi liczba, wiec iloczyn wybranych
liczb nie moze zaleze¢ od a. Dlatego 1a—6 rozbijamy na dwie czesci: dwa mianowniki a skracaja
sie z a%. Czeéci maja byé réwne, bo réwno$é w nieréwnoséci miedzy $rednimi zachodzi tylko dla

réwnych liczb — tu a? = %, czyli a = 2.

Na maturze ten sposob jest najszybszy, ale dobdr liczb wymaga wprawy. Zadanie za 3
punkty wyglada na proste, a kazdy z trzech sposobéw wymaga pomystu albo pracy. Nie-
rownos$¢ miedzy $rednimi przyda sie tez w czesci zadan optymalizacyjnych — tam pozwala

czasem obejsé sie bez pochodnej.
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Zatozenie, ktore trzeba wyprowadzic samemu

MAJ 2016 - ZADANIENR 8 POZIOM WYKONANIA 20% writmie 49:20 (TS
Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x i y takich, ze

2, .2
o4yt =2,
prawdziwa jest nieréwnos¢

r+y <2

Na co zwrécié uwage. Z réwnoséci 22 +1y? = 2 wyznaczamy y — i w tym momencie trzeba
samemu wyprowadzi¢ warunek na x, ktorego nie ma w tresci. Bez niego nie wolno potem
podniesé¢ nieréwnosci do kwadratu. Takie niuanse po drodze moga ttumaczy¢, dlaczego to

zadanie wypadto na maturze tak stabo.

7 zalozenia y*> = 2 — 22, Po spierwiastkowaniu dostalibyémy w ogdlnodci |y| = V2 — 22, ale
y >0, wige |y| =y i

y=V2— a2

Skoro y > 0, to 2 — 22 =y > 0, a razem z = > 0 daje to z € (0,/2). Przedzial jest otwarty:
dla z = /2 wyszloby y = 0, a y jest dodatnie.

Wstawiamy y do tezy i zostawiamy pierwiastek sam po jednej stronie:
TH+V2—22<2 <+— V2—22<2-—u1.

Teraz przydaje sie wyprowadzony warunek: x < /2 < 2, wiec 2 — 2 > 0. Obie strony sa
nieujemne, wolno wigc podnie$¢ je do kwadratu:
2 —2? <4 —dx+2?
0 <22 — 4z +2,
0<a?—2r+1=(z—1)>°.

Ostatnia nierownos¢ jest prawdziwa, bo kwadrat liczby rzeczywistej jest nieujemny. Wszystkie

przejscia byty rownowazne, co konczy dowdd.
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Nieréwno$¢ wolno podnie$é do kwadratu stronami tylko wtedy, gdy obie strony sg nie-
ujemne. Gdyby 2 — x byto ujemne, nieréwnos¢ v2 — x? < 2 —x bylaby po prostu fatszywa

— pierwiastek jest nieujemny, wiec nie moze by¢ mniejszy od liczby ujemnej.

Metoda geometryczna

To samo zadanie da sie rozwigzaé¢ zupekie inaczej — rysunkiem i geometrig analityczng. Zato-

zenie zapisujemy jako
2
2+ y2 = <\/§> .
To réwnanie okregu o érodku S = (0,0) i promieniu 7 = v/2: liczby z i y spelniaja zalozenie
wtedy i tylko wtedy, gdy punkt (x,y) lezy na tym okregu. Teze zapisujemy jako

y < —z+2.

Ta nieréwnos¢ opisuje potptaszczyzne pod prosta y = —x + 2, razem z ta prosta. Zadanie mowi

wigc: kazdy punkt okregu nalezy do tej potptaszezyzny.

yA

y<—x+2

Tak jest, gdy prosta omija okrag albo jest do niego styczna. Gdyby przecinata okrag w dwdch
punktach, kawatek okregu wystawalby ponad niag. O potozeniu prostej wzgledem okregu decy-

duje odlegtosé srodka od prostej: prosta jest styczna, gdy ta odlegtosé jest rowna promieniowi.

N
ODLEGtOSC PUNKTU OD PROSTEJ

Odlegtosé punktu P = (xg,yo) od prostej o réwnaniu Az + By + C' = 0 jest r6wna

d
VA2 + B2
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Prosta zapisujemy w postaci ogolnej: z +y —2 =0, czyli A= B =11 C = —2. Do wartosci
bezwzglednej wstawiamy wspotrzedne srodka S = (0,0):

0+0-—-2 2
a=10t0=21_ 2 5,

V12412 2
Prosta jest styczna do okregu, wicc caty okrag lezy w poéiptaszezyznie y < —x + 2, co konczy

dowod.

W tym dowodzie nie korzystamy z zalozenia, ze x i y sg dodatnie: nierownos¢ = + y < 2
zachodzi dla kazdego punktu okregu. Metode¢ geometryczna rzadko da si¢ zastosowac
wprost — wsrod zadan CKE z tej lekcji tylko tutaj — ale gdy sie da, bywa najprostsza do

zrozumienia i zostawia mniej miejsc, w ktorych mozna zapomniec¢ o jakims zatozeniu.

Wielomian czwartego stopnia: kwadraty albo pochodna

MAJ 2015 - ZADANIENR 8 POZIOM WYKONANIA 22% wrMiE 1:03:19  (EXTS
Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej z prawdziwa jest nieréwnosc¢

2t — 22— 20 +3>0.

Na co zwréci¢ uwage. Na pierwszy rzut oka trudno tu zobaczyé wzory skréconego
mnozenia — da sie, ale wymaga to spostrzegawczosci albo do$wiadczenia. Gdy pomystu

brak, zostaje pochodna.

Spos6b I: suma kwadratéw. Wyraz z* to czesé kwadratu (22 — 1)2 = 2% — 222 + 1. Zeby

z tego kwadratu dostaé¢ 2* — 22 + 3, trzeba dodaé¢ 22 i 2:

ot — a2 — 22 +3= (x2—1)2—|—x2—2m—|—2.
Tréjmian 22 — 22 + 2 ma wyréznik 4 — 8 < 0 i ramiona skierowane do gory, wiec jest zawsze
dodatni. Mozna to tez zobaczy¢ bez wyrdznika, rozbijajac dwojke na 1 + 1:

x4—x2—2x—|—3:(w2—1)2+(x—1)2+1.

Dwa kwadraty sa nieujemne, a do nich dodajemy 1, wiec catos¢ jest dodatnia.

4 — 2% — 22+ 3 i liczymy pochodna:

Sposéb II: pochodna. Oznaczamy f(z) =z
fl@)=42—20-2=2(22"—2—1).
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Do zbadania znaku trzeba roztozy¢ wielomian 22® — x — 1. Pierwiastek zgadujemy wéréd dziel-
nikow wyrazu wolnego, czyli £1: dla x = 1 wychodzi 2 —1 —1 = 0, wiec z twierdzenia Bézouta

wielomian dzieli sie przez x — 1. Tym razem dzielimy pisemnie:

< 23 —x—l):(m—1>:2x2—|—2x+1
— 223 + 222
212 —x
— 222 + 22
r—1
—x+1
0

Reszta jest réwna 0, tak jak przewidywalo twierdzenie Bézouta, wiec
fl@)=2(x—1) (22" + 22 +1).

Tréjmian w drugim nawiasie ma wyréznik 4 —8 < 0 i ramiona do gory, wiec jest zawsze dodatni.
Zmak pochodnej zalezy zatem tylko od czynnika x — 1: dla x < 1 pochodna jest ujemna i f

maleje, dla x > 1 jest dodatnia i f rosnie. Najmniejszg wartos¢ funkcja f przyjmuje dla x = 1:

f)=1-1-2+3=1>0.

Skoro najmniejsza wartos¢ jest dodatnia, wszystkie wartoéci f sg dodatnie, co konczy dowdd.

Warunek z sumg: jedna niewiadoma zamiast dwéch

CZERWIEC 2024 - ZADANIE NR 5 W FILMIE 1:17:12 3 PKT

Wykaz, ze dla kazdej liczby dodatniej a i kazdej liczby dodatniej b takich, ze a +b = 1,
prawdziwa jest nieréwnosé

1 . 1
20 +b  a+2b

4
> —.
-3

Na co zwréci¢ uwage. Z warunku a+b = 1 wyznaczamy b = 1—a i dostajemy nieréwnosc¢
z jednag niewiadoma. Ale b ma by¢ dodatnie, wiec a < 1 —razem z a > 0 daje to a € (0,1).

To zalozenie wyprowadzamy sami i bedzie potrzebne przy mnozeniu nieréwnosci.
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Po wstawieniu b = 1 — @ mianowniki sie upraszczaja: 2a +b=a+11ia+ 2b =2 — a, wiec
1 n 1 S 4
a+1 2—a = 3

Mnozymy obie strony przez 3 (a 4+ 1) (2 — a) — dzieki tréjce znika tez utamek po prawej stronie.
Dla a € (0,1) oba nawiasy sa dodatnie, wiec zwrot nieréwnosci sie nie zmienia; ten komentarz

trzeba zapisa¢ w rozwigzaniu.

32—a)+3(a+1)>4(a+1)(2—-a),
9> —4a® + 4a + 8,
40> —4a+1>0.

Wyréznik tréjmianu po lewej stronie jest réwny 16 — 16 = 0, wiec to kwadrat: 4a® — 4a +
1= (2a— 1)2. Ostatnia nieréwno$é jest prawdziwa, a wszystkie przejscia bylty réwnowazne, co

konczy dowdd.

Mozna tez od razu pomnozy¢ nierownos¢ z zadania przez oba mianowniki — sg dodatnie, bo
a i b sa dodatnie. Bez tego zatozenia nie bytoby to dozwolone: mianowniki mogtyby miec¢
rozne znaki. Podstawienie b = 1 — a zostawia jednak mniej liter, a im prostszy rachunek,

tym mniejsze ryzyko btedu.

Nierownosc¢ z pierwiastkami

CZERWIEC 2016 - ZADANIE NR 8 wriLME 123:58  (ZITG)
Wykaz, ze dla a, b, c,d > 0 prawdziwa jest nieréwnosé

Va+b-vVe+d> ac+Vbd.

Na co zwréci¢ uwage. Zadanie za 4 punkty wyglada groznie, a wystarczy pozby¢ sie

pierwiastkow. Obie strony sa nieujemne, wiec wolno je podnies¢ do kwadratu.

Po podniesieniu do kwadratu lewa strona traci pierwiastki, a prawa rozpisujemy ze wzoru na

kwadrat sumy, pamietajac, ze y/ac - vVbd = v abed:

(a+0b)(c+d) > ac+ 2Vabed + bd.
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Po wymnozeniu nawiaséw po lewej stronie ac i bd redukujg sie z tymi po prawej:

ac + ad + bec + bd > ac + 2V abed + bd < ad + bc — 2V abed > 0.

2 2
Lewsg strone zapisujemy jako kwadrat réznicy — ad = (\/ ad> , be = (\/%) , a Vabed =
Vad - Vb

(M)2—2\/@-¢%+ (@)2: (@—\/6_0)2 >0,

Kwadrat liczby rzeczywistej jest nieujemny, co konczy dowod.

Wzér na kwadrat sumy albo réznicy wraca w prawie kazdym zadaniu z tej lekcji: pod koniec

rozumowania zwykle pojawia sie wyrazenie, ktére jest kwadratem.

Co zapamietaé

1.

Czujno$é wobec zalozen. Bywaja zapisane stowami (,,dla dowolnych dodatnich liczb”),
a bywa, ze trzeba je wyprowadzi¢ samemu — jak x € (O, \/5) czy a € (0,1). Sa potrzebne
zwlaszceza wtedy, gdy mnozymy nieréwnos$¢ przez wyrazenie: jego znak musi byé¢ znany.
Mnozenie przez liczbe dodatnig nie zmienia zwrotu nieréwnosci, przez ujemng go zmienia,

a wyrazenie, ktére moze mie¢ rozne znaki, wymaga rozpatrzenia przypadkdow.

Wzory skréconego mnozenia — kwadrat sumy i roznicy, réznica kwadratéw, suma i réz-

nica szeSciandéw. Troéjmian o wyrdzniku zero jest kwadratem.

. Wielomiany: twierdzenie Bézouta, zgadywanie pierwiastka wsréd dzielnikéw wyrazu wol-

nego, dzielenie, rozktad na czynniki. Nieréwnos$¢ do wykazania czesto okazuje si¢ zadaniem

o wielomianach — warto wréci¢ do lekcji o wielomianach i o funkcji kwadratowe;j.

Zadanie z parametrem: gdy nieréwnosc jest kwadratowa wzgledem jednej niewiadomej,

druga mozna potraktowac¢ jak parametr.
Nieré6wnos¢ miedzy Srednimi — szybka, ale dobor liczb wymaga treningu.

Metoda geometryczna — rzadko da sie ja zastosowac, ale wtedy bywa najprostsza do

zrozumienia i najmniej ryzykowna.

Roéwnania a nieréwnosci. Po podniesieniu obu stron réwnania do kwadratu moga
dojs$¢ rozwigzania, ktére nie spelniaja réwnania wyjsciowego, ale zadne prawdziwe nie
zginie. Wystarczy wiec na koncu sprawdzi¢ otrzymane rozwigzania w réwnaniu wyjscio-
wym. W nieréwnosci tak si¢ nie da: przed podniesieniem do kwadratu trzeba wiedzie¢, ze

obie strony sg nieujemne.
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2

Cwiczenia

1 Liczby dodatnie a i b spetniaja réwnosé a® + 3a = 9b + 9b. Wykaz, ze a = 3b.

2 Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x iy takich, ze x > y, prawdziwa jest nieréwnos¢

2 4 2%y > P+ ay’

3 Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nieréwnos¢

22+ y? + 20— 4y +5>0.

4 Wykaz na dwa sposoby, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nieréwnosé

20+ — 22y +20x+1>0:

a) zapisujac lewa strone jako sume kwadratow,

b) traktujac nieréwnosé¢ jako kwadratows wzgledem vy, z parametrem x.

5 Wykaz, ze dla kazdej liczby dodatniej x prawdziwa jest nierownosé

r+ — > 6.

T

6 Wykaz, ze dla kazdej liczby dodatniej a prawdziwa jest nieréwnosé

a’*+ = > 3.

a

7 Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwnosé

zt—4r+3>0.

s.18

¢ lysyuczymatmy.pl


https://www.lysyuczymatmy.pl/

DOWODY ALGEBRAICZNE - NIEROWNOSCI | ROWNOSCI DO WYKAZANIA

8 Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwnos¢

2t — 322 — 22 +6 > 0.

1 1
9 Liczby dodatnie a i b spelniajg warunek a + b = 2. Wykaz, ze — + 5 > 2.
a
10 Liczby rzeczywiste x i y speliajg réwnoséé 22 + y? = 8. Wykaz, ze x +y < 4.

11 Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b prawdziwa jest nieréwnos¢

Va+ Vb </2(a+0b).

12 Liczby rzeczywiste a i b spetniaja warunek a + b = 1. Wykaz, ze a® + b = 1 — 3ab.
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Dodatek

Dlaczego trojmian o wyrézniku zero jest kwadratem

W lekcji kilka razy korzystamy z tego, ze tréjmian kwadratowy o wyrdzniku zero jest kwadratem
dwumianu pomnozonym przez wspoélezynnik przy a2, Uzasadnieniem jest postaé¢ kanoniczna

trojmianu: dla a # 0

) b\> A
ar*+br+c=alx+—| ——.
2a 4a

Gdy A =0, zostaje sam kwadrat:
b
ax® +br+c=a(x —xy)°, gdzie xg = ~52 to jedyne miejsce zerowe.
a
Na przyklad 422 — 4z + 1 ma wyréznik 16 — 16 = 0 i miejsce zerowe zy = %, wiec 402 — 4o +1 =

4(z - %)2 = (22— 1)°.

Nierownosc¢ miedzy srednimi dla dwoch liczb

Dla dwdéch liczb nieujemnych a i b nieréwnosé miedzy srednimi ma krétki dowdd. Poniewaz

a=(vayib=(vh)"

a;b_@:(ﬁ)km/&?\/%r(\/@) :<\/_—2\/5> -

Ro6wnosé zachodzi doktadnie wtedy, gdy /a = Vb, czyli a = b. Znéw kwadrat réznicy. Wersiji

dla trzech i wiecej liczb dowodzi sie trudniej; na maturze wystarczy umiec jg zastosowac.

13 % Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b zachodzi nieréwnosé (a +b) (£ + 3) > 4.

14 %« Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b i ¢ zachodzi nieréwnosé a® + b? + ¢ >

ab + be + ca.

15 % Wykaz za pomocg nieréwnosci miedzy $rednimi, ze dla kazdej liczby dodatniej a praw-

o o, )
dziwa jest nieréwnoéé¢ a? + — > 27.
a
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Odpowiedzi i krotkie rozwigzania

Numer to numer zadania w tym materiale. Wszystkie zadania sa na dowéd — przy kazdym jest

wskazowka albo szkic rozumowania, bez pelnych rachunkéw.

Cwiczenia
1

Przenie$ wszystko na jedna strone i po-
grupuj jak w zadaniu z czerwca 2020.

a* —9* + 3a — 9b = (a — 3b) (a + 3b) +
3(a—3b) = (a—3b)(a+3b+3) = 0;
drugi czynnik jest dodatni, bo a,b > 0, wiec
a = 3b.

2

Wytacz czynnik © — y — z zatozenia jest
dodatni.

ottty — g -y = 2% (v ty) -

v (r+y)=(@—y) (z+y) >0
3

2+t 42 —4dy+5 = (x+1)7°+
(y—2)">0.

4

a) (-9 + (+1)° > 0.b)

y? — 2xy + (22 + 22 + 1) > 0; ramiona
do gory, A(z) = 42? —4(22° +2x + 1) =
—4(x+1)*<0.

5

Pomnéz przez z > 0.

2% — 6249 >0, czyli (z —3)* > 0.

Pomnéz przez a > 0 i zgadnij pierwia-
stek.

a®—3a+2>0; a=1 jest pierwiastkiem
ia®—3a+2=(a—1)°(@+2) >0, bo

s. 21

a + 2 > 0. Albo nieréwno$¢ miedzy Srednimi
dla a?, 1, L.
7

' —dr +3 = (2 —1)% (22 + 22+ 3),
a1?+2x+3=(z+1)+2> 0. Pochodna;
f'(z) = 4(x — 1) (2* +  + 1), najmniejsza
wartosé f(1) = 0.
8

322 = 42? — 2.

2t =322 =22 +6 = (22 — 2)°+(z — 1)*+
1>0.
9

Wyznacz b = 2 — a i ustal, do jakiego
przedzialu nalezy a.

a € (0,2); 245 =

2-a a(2—a) 2 27 po

pomnozeniu przez a (2 —a) > 0: 1 > 2a — a?,
czyli (a —1)* > 0.
10

Okrag o promieniu 2v/2 i prosta = +y =

Odlegtosé érodka (0,0) od prostej
r+y—4 = O‘co\/i5 = 2v/2, czyli pro-
mien — prosta jest styczna, caty okrag lezy
w péiptaszezyznie y < —x+4. Algebraicznie:
2(x* + ) — (z+y)’ = (z—y)* > 0, wicc
(z +1y)* < 16.

1

Obie strony sa dodatnie — podnies do
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kwadratu.

swe a + b+ 2vab < 2a + 2b, czyli
0<a—2Vab+b= (\f—\@z.

12 zadanie na dowéd

szc a® + 03 = (a+Db) (a® — ab+ b?) =
a? —ab+b* = (a+ b)* — 3ab =1 — 3ab.

Dodatek

13 zadanie na dowéd

SZKIC (a+b) (é—l—%) :24_%4_3, a %+§_2:

2
—(a;;’) > 0. Albo nieréwnos¢ miedzy srednimi

s.22

dla kazdego nawiasu osobno.

14 zadanie na dowéd
szac 2 (a? + 0% + 2 —ab — be — ca) =
(a—b°+(b—-c)’+(c—a)>0.

15 zadanie na dowéd

wsk. Rozbij % na dwie réwne czesci.

szae Dla liczb a?, 27, 2%: ich suma >

3¢/a? - 2. 20 = 39729 = 27. Sprawdze-

nie: a® — 27a + 54 = (a — 3)* (a + 6) > 0.
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