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Niezbednik logarytmoéw i funkciji
wyktadniczej

Ten rozdzial idzie tg sama droga co lekcja. Zaczynamy od tego, czym réznig sie od siebie wzrost
liniowy, logarytmiczny i wykladniczy, i od dwoch zastosowan: skali logarytmicznej na
wykresach oraz skali Richtera. Potem dziatania na potegach, definicja logarytmu i trzy
sposoby liczenia logarytmu, dalej logarytm jako dziatanie odwrotne do potegowania, zatozenia
i to, dlaczego logarytm rosnie coraz wolniej. Legenda o szachownicy pokazuje, jak szacowac
ogromne potegi bez kalkulatora. Na koniec wlasnosci logarytmoéw i wzér na zamiane
podstawy, a z nimi cztery zadania CKE — kazda ramka z zadaniem ma plakietke z momentem

w filmie.

Wzrost liniowy, logarytmiczny i wyktadniczy

O wielkosci, ktora ,rosnie wyktadniczo”, stycha¢ czesto, o takiej, ktora ,rosnie logarytmicznie”
—rzadziej. To dwa bieguny: funkcja wyktadnicza o podstawie wigkszej od 1 rosnie coraz szyb-
ciej, logarytm o takiej podstawie — coraz wolniej, a funkcja liniowa rosnie w stalym tempie.
Pomiedzy nimi lezy wzrost wielomianowy: wielomian moze przez jaki$ czas wyprzedza¢ funk-
cje wyktadnicza, ale ta w koncu go przegania. W informatyce tak samo opisuje sie ztozonosé
algorytmow — logarytmiczna, wielomianows albo wyktadnicza — i od tego zalezy, czy algorytm

w ogdble optaca si¢ stosowac.

Yy
y = logy x
14
/
/ x
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WZROST WYKtLADNICZY PRZYKtAD Z LEKCJI - 2:37

Jedna bakteria dzieli si¢ na dwie, kazda z nich znowu na dwie i tak dalej. Ile bedzie

bakterii po 12 podziatach?

1 Kazdy podziat podwaja liczbe bakterii: 1, 2, 4, 8, ... — po n podziatach jest ich 2.

i Po 12 podziatach: 2!? = 4096 bakterii z jednej.

g J

W rzeczywistosci czes¢ bakterii po drodze ginie, wiec kolonia ro$nie duzo wolniej. Doktadny

opis takiego wzrostu wymaga réwnan rézniczkowych — to juz daleko poza matura.

Skala liniowa i skala logarytmiczna

Na zwyklej, liniowej osi réwne odstepy oznaczaja réwne roznice: od 100 do 200 jest tak samo
daleko jak od 300 do 400. Na osi logarytmicznej réwne odstepy oznaczaja rowne ilorazy: od 50
do 100 jest tak samo daleko jak od 200 do 400, bo za kazdym razem warto$¢ sie podwaja. Skala
logarytmiczna pokazuje wiec wzrost wzgledny, a nie przyrost w sztukach czy ztotowkach.

Przyktad z lekcji (4:19): PKB pewnego kraju rosnie co roku o 50 mld zt.

skala liniowa skala logarytmiczna
mld 21 , mld 21 ,
400 2 400 1 e
] el
300 | 200 ey
200 1 100 +
100 1 50 +

25

1 2 3 45 6 7 8rok 1 2 3 45 6 7 8rok

rok 1 2 3 4 5 6 7 8
PKB, mld zt 50 100 150 200 250 300 350 400
wzrost w roku  —  +100% +50% +33,3% +25% +20% +16,7% +14,3%

Na skali liniowej stupki rosng réwno i wyglada to na staty wzrost. Skala logarytmiczna pokazuje
to, co widaé¢ w tabeli: z roku na rok wzrost wzgledny maleje, ze 100% do 14,3%. Dlatego zjawiska

gospodarcze, takie jak wzrost PKB, pokazuje si¢ zwykle na skali logarytmicznej. Wykres na skali
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liniowej tatwo tu odczytaé¢ na opak — zanim wyciagnie si¢ wniosek z wykresu, warto sprawdzi¢,
jaka skale ma jego os.

Odwrotnie jest z szachownica (5:51), na ktorej kazde kolejne pole dostaje dwa razy wiecej ziaren
ryzu niz poprzednie: 1, 2, 4, 8, ... Na skali liniowej stupki rosng lawinowo, a na logarytmiczne;j

— réwnymi schodkami, bo za kazdym razem wzrost wynosi 100%.

CIAGI NA DWOCH SKALACH

Ciag arytmetyczny (stata réznica, jak +50 mld zt rocznie) ro$nie réwnymi schodkami na
skali liniowej. Ciag geometryczny (staly iloraz, jak x2 na szachownicy) ro$nie réwnymi

schodkami na skali logarytmiczne;j.

Skala Richtera

W uproszczeniu skala Richtera opisuje amplitude drgan zarejestrowanych podczas trzesienia
ziemi i jest okre$lona logarytmem dziesietnym. 7Z magnitudy da si¢ tez odczytaé, ile energii

wyzwolito trzesienie.

N
SKALA RICHTERA W UPROSZCZENIU
Magnituda M to logarytm dziesietny ilorazu amplitudy A przez amplitude wzorcowa
Ay = 0,001 mm, czyli jeden mikrometr:
A . M
M =logq —, czyli A=A, -10".
Ao
Magnituda wieksza o 1 oznacza amplitude 10 razy wicksza i energie 10° = /1000 ~ 31,6
razy wigksza.
J

Skala nie konczy sie wiec na 10 i moze by¢ ujemna: magnituda —1 to amplituda 10 razy mniejsza
niz przy 0. Powyzej 10 amplituda to juz tylko liczba ze wzoru, a nie wychylenie, jakie datoby
si¢ zmierzy¢ — za to energia méwi, co by sie dziato.

Tak samo jest w kazdej skali okreslonej logarytmem. Gdyby skale okresli¢ logarytmem o pod-

stawie 3, krok o 1 w gore oznaczalby warto$¢ 3 razy wicksza, a krok o 1 w dét — 3 razy mniejsza.
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magnituda amplituda

-7

-2
0 0,001 mm
1 0,01l mm
2 0,1 mm
3 1mm
4 lcm
5 10 cm
6 1m
8 100 m
9 1km

10 10 km

15

ponad 18

dla poréwnania
energia muchy w locie

energia kota zeskakujacego z komody

grubosé¢ wlosa
drobne wstrzasy
wyraznie odczuwalne wstrzasy

lokalne szkody

bardzo silne trzesienie ziemi

najsilniejsze zanotowane trzesienia ziemi

energia, ktéra odparowalaby oceany

energia, ktéra rozbitaby Ziemie¢ na kawatki

Poréwnania energii za filmem xkecd What If? ,What would a magnitude 15 earthquake be like?” (Randall

Dziatania na potegach

Munroe).

Kazda wtasnos¢ logarytmoéow ma swoja pare wsrod wlasnosci poteg, wiec zanim przejdziemy do

logarytmow — krétkie przypomnienie.

DZIAtANIA NA POTEGACH )
Dla a > 0 i dowolnych liczb rzeczywistych x, y (przy wyktadnikach catkowitych wystarczy
a#0):
1. a®-a =a®", np. 2°-27 =212
2 Z—z:ax L np.z—:)—ZQ;
3. (a®)? =a", np. (2°)" = 2"
4. * =1, a_lzé, a%:\/a, np. 5 1:%1552\/3.
J
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21 2 .
Dlaczego a® = 1?7 Wzér na iloraz daje o1 = 2171 = 20 4 przeciez 3= 1. Zeby wzor byt

prawdziwy takze wtedy, 2° musi by¢ réwne 1. To nie jest umowa wzieta z sufitu: im blizej
zera wyktadnik, tym blizej jedynki potega — 2°! ~ 1,072, 2%°' ~ 1,007, 2%%! ~ 1,0007.

Wyjatkiem jest 0° — to wyrazenie nie ma sensu.

Definicja logarytmu

.

N
DEFINICJA LOGARYTMU
Dlaa>0,a#1ib>0:
log,b=c = a®=b.
Logarytm log, b to wyktadnik, do ktorego trzeba podnies¢ podstawe a, zeby otrzymac b.
W szezegdlnosci log, 1 = 0, bo a° = 1, oraz log, a = 1, bo a' = a.
J
N
Obliczmy log, 8.
1 Z definicji log, 8 = = oznacza 2* = 8.
8 =23 wiec 2% = 23 i stad x = 3. Wolno tak poréwna¢ wyktadniki, bo funkcja wy-
ktadnicza jest r6znowartosciowa: réznym wyktadnikom odpowiadajg rézne potegi.
7Z kwadratem tak nie wolno — z 22 = 3% wynika x = 3 lub x = —3.
J

Nie kazdy logarytm wychodzi tak okraglo: log, 3 jest liczba niewymierna, bo zadna potega

dwojki o wyktadniku wymiernym nie daje 3.
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Trzy sposoby obliczania logarytmu

4 )

OBLICZANIE LOGARYTMU PRZYKLAD Z LEKCJI - 20:31

Obliczmy log, 5 % na trzy sposoby.

I Fancuch poteg. Podnosimy v/2 kolejno do poteg, az dojdziemy do %:

do potegi 2 do potegi 3 do potegi —1 1
V2 2 ;8 y =

3

Przy potegowaniu potegi wyktadniki sie mnozy: 2 -3 - (—1) = —6. Tak da sie liczy¢
prostsze logarytmy w pamieci.

I Liczba logarytmowana jako potega podstawy. Skoro % =23i2 = (\/5)2,
-3 _
to % = ((\/§)Q> = (\/5) ‘. Pytamy wiec, do ktorej potegi podniesé¢ v/2, zeby
otrzymacé (\/5) o odpowiedz jest w pytaniu: —6.

. Roéwnanie z definicji. log \/5% = x oznacza (\/ﬁ)x = %. Wszystko zapisujemy jako
potegi dwojki: 227 = 273, wiec tr=-3iz=—6.
Kazdy sposob daje logﬁ% = —6.

Logarytm i potega znoszq si¢ hawzajem

Logarytmowanie to dzialanie odwrotne do potegowania, tak jak dzielenie do mnozenia. Jak to
bywa z dziataniami odwrotnymi, jedno jest tatwe, drugie trudniejsze: potege policzymy od reki,

logarytm — nie zawsze.

N
LOGARYTM | POTEGA O TEJ SAMEJ PODSTAWIE
Dla a > 0, a # 1:
log, a®” = x dla kazdego x, a%%® =z dla z > 0.
J

Pierwsza réwnos$é. Do ktérej potegi podniesé 2, zeby otrzymaé 257 Do pigtej: log, 2° = 5 —
odpowiedz jest w pytaniu. Logarytm o podstawie 2 oddaje wyktadnik, do ktérego podniesiono
dwdjke.

Druga réwnosé tez wynika wprost z definicji, cho¢ na poczatku trudniej ja przyswoic. log, b

to wyktadnik, do ktérego trzeba podnies¢ 2, zeby otrzymac 5. Jesli wiec podniesiemy 2 wlasnie
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do tej potegi, dostaniemy 5:

log25 — 5,

Sprawdzenie na liczbach, ktére da sie policzyé: 20828 = 23 = 8. Podstawy potegi i logarytmu
musza by¢ te same.

Na rysunku z pierwszej sekcji wykresy y = 2% i y = log, z sa symetryczne wzgledem prostej
y = x — tak wygladajg wykresy funkcji wzajemnie odwrotnych.

Skad zalozenia. W log, x zakladamy = >0, a > 01ia # 1.

e x > 0: liczba dodatnia podniesiona do dowolnej potegi daje liczbe dodatnia, wiec zadna

potega podstawy nie da zera ani liczby ujemnej.

1

e a > 0: potega liczby ujemnej nie zawsze ma sens, np. (—4)2 = y/—4 nie istnieje.

e a # 1: 1° = 1 dla kazdego ¢, wiec logarytm o podstawie 1 datoby sie ,policzy¢” tylko
z jedynki — i wtedy pasowataby kazda liczba.

Dlaczego logarytm rosnie coraz wolniej

Logarytmy kolejnych poteg dwojki to kolejne liczby naturalne: log, 2 = 1, log, 4 = 2, log, 8 = 3,
log, 16 = 4. Zeby logarytm wzrést z 1 do 2, liczba logarytmowana musi przejéé od 2 do 4, czyli
o 2. Nastepny wzrost o 1 wymaga drogi od 4 do 8, czyli o 4, a kolejny — od 8 do 16, o 8. Kazdy

nastepny stopien kosztuje dwa razy wiecej niz poprzedni.

Ya
3
2
1
f 2 4 8 16 *
_
+2 +4 +8

Tak samo bywa z nauka jezyka obcego. Przejscie z poziomu Al na A2 zajmuje, powiedzmy, 100
godzin, nastepny poziom — 200, kolejny — 400, a na sama gore trzeba juz 1000 godzin, cho¢ za
kazdym razem to ,tylko” jeden poziom wyzej.

Dotyczy to logarytmu o podstawie a > 1 — wtedy logarytm jest rosnacy, a funkcja wyktadnicza

o tej podstawie ro$nie coraz szybciej. Dla podstawy z przedziatu (0, 1) obie funkcje sa malejace.
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Legenda o szachownicy i lokata

Wedtug indyjskiej legendy medrzec Sissa ibn Dahir wynalazt szachy i pokazat je krélowi. Za-
chwycony krol obiecal mu nagrode, jakiej tylko zazada. Medrzec poprosit o ryz: jedno ziarno na
pierwszym polu szachownicy, dwa na drugim, cztery na trzecim i na kazdym nastepnym polu

dwa razy wiecej niz na poprzednim. W lekcji zamiast ziaren sa grosze.

( )

SZACOWANIE POTEG PRZYKtAD Z LEKCJI - 37:23

Na pierwszym polu szachownicy lezy 1 grosz, a na kazdym nastepnym dwa razy wiecej

niz na poprzednim. Ile pieniedzy lezy na ostatnim polu? Bez kalkulatora.

i Na polu numer n lezy 277! groszy: 2° = 1, 2! = 2, 22 = 4, .. Ostatnie, 64. pole ma

263

wiec 29 groszy — nie 2%4.

n Do szacowania przydaje sie 210 = 1024 ~ 1000 = 103.
m Rozktadamy wyktadnik tak, zeby pojawito sie 2!, i szacujemy z niedomiarem:

203 — 93900 — 8. (219)° = 8.1024°
>8-1000° = 8- (10°)° = 8- 10",
v 8- 10! groszy to 8- 10 zt. Miliard to 10%, wiec to 8 - 107 miliardéw, czyli 80
milionéw miliardéw ztotych — niemal 200 razy wiecej niz roczny PKB wszystkich

krajow Swiata razem.
\ J

Na calej szachownicy lezy prawie dwa razy tyle co na ostatnim polu. Funkcja wyktadnicza
ro$nie gwaltownie nawet przy podstawie niewiele wiekszej od 1. Wzrost o 10% to mnozenie
przez 1,1, bo x +10% - & =  + ;52 = 1,1z. Na lokacie, ktéra co roku dolicza 10%, kwota x po

n latach wynosi wiec x - 1,1". Na poczatku ro$nie powoli, ale

1,11° ~ 2,59, 1,1*° ~ 6,73, 1,1'% ~ 13781

— po stu latach kwota bytaby prawie 14 tysiecy razy wigksza.
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Wiasnosci logarytmoéow

-
WLASNOSCI LOGARYTMOW
Dlaa > 0,a # 1, x > 0, y > 0 i dowolnej liczby rzeczywistej m — obok kazdego wzoru
jego para wsrod whasnosci poteg:

log, z + log, y = log, (zy) a® - a¥ = a*t¥

log, z —log, y = log, L gy

Y a¥
log, ™ = m - log, © (a®)? = a"™
J

Dodawanie logarytméw o tej samej podstawie zamienia sie w mnozenie liczb logarytmowanych
— tak jak mmnozenie poteg o tej samej podstawie zamienia sie w dodawanie wyktadnikéw. To
nie przypadek: wzory na logarytmy wynikaja ze wzoréw na potegi (dowdd pierwszego jest
w Dodatku).

Trzeci wzor stosujemy w obie strony: wyktadnik moze ,wyskoczy¢” przed logarytm albo ,,wsko-
czy¢” do srodka. W lekcji nazywamy to twierdzeniem hop.

Logarytm bez podstawy to logarytm dziesietny: logx = log,, 2. Wzory sa ze soba spdjne —

na przyktad 2log5 mozna policzy¢ na dwa sposoby:

2log5 =log5® =1log25  oraz  2log5 =logh +logh5 = log(5-5) = log 25.

Sumy i réznice poteg

Nie ma wzoru na sume poteg — ale jednakowe sktadniki liczy si¢ jak jabtka.

( )

POTEGI PRZYKtAD Z LEKCJI - 49:52

Zapiszmy jako jedna potege: 410 4- 410 4 410 4 410 oy 220 _ 219,

i1 Cztery jednakowe skladniki to cztery sztuki: o +x + x + 2 = 4x. Tu z = 4'9, wicc
410 4 410 4 410 4 410 — 4. 410 — 41, 410 _ 411

i 220 = 2.2Y czyli dwie sztuki 2. Zabieramy jedng i zostaje jedna: 220 — 2
2. 219 _ 219 — 219'

19
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Wz6r na zamiane podstawy logarytmu

-
WZOR NA ZAMIANE PODSTAWY
Dla a > 0, a # 1, b > 0 oraz nowej podstawy ¢ > 0, ¢ # 1:
log, b = %.
Liczba logarytmowana trafia do licznika, stara podstawa — do mianownika.
J

Nowa podstawa moze by¢ dowolna, byle spetniata zatozenia:

logs 7 logg 7 log, 7 log7
logs2  logg2 log 2 log2’

log, 7 =

W praktyce najwygodniej przejs¢ na logarytm dziesietny — jest najmniej pisania.

Posta¢ iloczynowa. Po pomnozeniu pierwszej réwnosci przez log; 2 dostajemy

log; 2 - log, 7 = log; 7.

Dwojka, ktora jest liczba logarytmowana w pierwszym czynniku i podstawa w drugim, ,znika”

N i ‘2 T T
— podobnie jak przy mnozeniu utamkéw £ - 5 = .

Zamiana miejscami daje liczbe odwrotna. Jako nowa podstawe mozna wzia¢ sama liczbe
logarytmowana:
log, 7 1

log. 7 = = li log-7-log-5 =1
985 log.5 log,5 ’ czyi 985 087 ’

takjakg-gzl.

Co z tego trzeba umie¢ na maturze

Definicja, liczenie logarytméw i trzy wlasnosci z poprzednich sekcji to materiat poziomu pod-
stawowego — na rozszerzeniu trzeba je mie¢ opanowane. Dochodza do nich wzér na zamiane
podstawy i ré6wnosé a'°%«® = z, na przyktad 5°¢:™ = 7: log; 7 to wyktadnik, do ktérego trzeba

podnies¢ 5, zeby otrzymac .

Wzory w glowie, nie w tablicach. Pole tréjkata o podstawie 10 i wysokosci 5 liczy
sie¢ w pamieci — nikt nie wypisuje a = 10, h = 5 i nie podstawia do wzoru. Tak ma by¢
z logarytmami: kto przerobit duzo przyktadéw, od razu widzi, ktéry wzor zastosowaé. Kto
co chwile zaglada do tablic, jest jak kto$, kto pierwszy raz sktada mebel z instrukcja —

traci czas, a tablice i tak nie podsung mu pomyshtu na rozwiazanie.
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Model wyktadniczy: o ile procent rosnie populacja

Od 2023 roku w arkuszach pojawiaja sie zadania z funkcja wyktadnicza w kontekscie realistycz-

nym. Duzo w nich czytania ze zrozumieniem, mato rachunkéw.

MAJ 2025 - ZADANIE NR 1 POZIOM WYKONANIA 77% W FILMIE 1:00:34 2 PKT

W warunkach laboratoryjnych obserwowano dynamike wzrostu liczebnosci populacji pew-
nego gatunku bakterii. Liczebnos¢ N populacji bakterii zmienia si¢ w czasie zgodnie z

zaleznoscig wyktadnicza

N(t) = No-k', dlat >0

gdzie:
o Ny — liczebnosé populacji w chwili ¢ = 0 rozpoczecia obserwacii,

o k — stata dodatnia, charakterystyczna dla danego gatunku bakterii i dla warunkéw

przeprowadzenia obserwacji,
e 1 — czas wyrazony w godzinach, liczony od chwili ¢ = 0 rozpoczecia obserwacji.

W chwili rozpoczecia obserwacji liczebnosé populacji byta rowna 10000, a po dwoch go-
dzinach byta réwna 15 625.
Oblicz, o ile procent wzrastata liczebnosé populacji tej bakterii w ciggu kazdej

godziny. Zapisz obliczenia.

Na co zwrécié uwage. Ny to liczebno$é w chwili 0, wiec N(0) = Ny = 10000, a po
dwoéch godzinach N(2) = Ny - k% = 15625. Po podzieleniu drugiej réwnosci przez pierwsza
Ny sie skraca:

N(2) 15625
N(0) 10000

k* = = 1,5625, k= 1,25,

bo k jest dodatnie. Co godzine liczebno$¢ mnozy sie przez k — gdyby k& bylo réwne 2,
populacja co godzine by sie podwajata, czyli rosta o 100%. Mnozenie przez 1,25 to wzrost

0 25%, a nie o 125%. Odpowiedz: o 25% na godzine.
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Dowod zdwoma parametrami

Typowe maturalne zadanie z logarytméw: wiedzac, ile wynosza jakie$ logarytmy, wykaz réw-

no$¢. Tu parametry sg dwa.

MAJ 2024 - ZADANIE NR 5 POZIOM WYKONANIA 62% W FILMIE 1:05:46 3 PKT

Wykaz, ze jezeli log; 4 = a oraz log, 3 = b, to

20+ 1

1 80 = ——.
0g19 a- (1 i b)

Na co zwréci¢é uwage. Liczby a i b sg niewymierne — nie da sie ich obliczy¢ i wstawic.
Zamiast tego wstawiamy do prawej strony to, czym sa, i sprowadzamy osobno licznik i mia-

nownik do jednego logarytmu. Jedynke zapisujemy jako logarytm o potrzebnej podstawie:

2a +1 = 2log; 4 + logy 5 = log; 16 + logy 5 = log; 80,
a(l+0b) =log;4- (log, 3+ log,4) = log; 4 - log, 12 = log; 12.
Ostatnia réwno$¢ to wzor na zamiane podstawy w postaci iloczynowej. Ten sam wzér,
czytany od prawej do lewej, konczy dowdd:

2a+1  logs80
a(l1+0b) logs12

log, 80.

Na maturze nie piszemy, ze czworki ,sie skrocity”. W gltowie wolno tak mysle¢, ale w roz-

wigzaniu zapisujemy przejscie i powotujemy si¢ na wzor na zamiane podstawy logarytmu.
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Zamiana ha logarytmy dziesietne
Gdy w zadaniu jest jeden parametr, sprawdza si¢ inny sposob: wszystkie logarytmy zamieniamy

na dziesietne.

CZERWIEC 2021 - ZADANIE NR 6 W FILMIE 1:11:52 3 PKT

Niech log, 9 = c. Wykaz, ze

3¢+ 2
C

Na co zwrdéci¢ uwage. Ze wzoru na zamiane podstawy

1 21 log2 2
og9 2log3 stad 0g2

log3 ¢

:]_ = =
¢ = log, log2  log2’

W lewej stronie tezy rozktadamy 54 tak, zeby wyluska¢ mozliwie duza potege tréjki:

54 = 27 -2 = 3% - 2. Ulamek o sumie w liczniku rozbijamy na dwa, tak jak % = % + %:

log (27-2)  3log3 +log?2

logs 54 =

log 3 log 3

log 2 2 3c+2
—3 Bl gt re

log 3 c c
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Logarytmy o trzech réznych podstawach

Trudniejsze zadanie: trzy podstawy naraz i pytanie o wszystkie mozliwe wartosci. Klucz to
znowu logarytmy dziesietne.
LIPIEC 2020 - ZADANIE NR 10 wrimie116:24 (I

Dla pewnych liczb rzeczywistych a > 1,6 > 11 N > 1 jest spetniona réwnosé

3
logazb N = % ' (loga N + logb N)

Wyznacz wszystkie wartoSci wyrazenia log, b.

Na co zwrdéci¢ uwage. Po zamianie na logarytmy dziesictne

logN 3 log N log N
log (a2b) 20 \ loga  logh )~

Dzielimy obie strony réwnania przez log N — wolno, bo N > 1, wiec log N # 0. Oznaczamy

x = loga iy = logb; obie liczby sa dodatnie, bo a > 11ib > 1. Szukamy log, b = logh _ u.

" loga = =x°
I 3 z+4y
20 +y 20  ay

: czyli 202y =3 (x+y) 2z +y).

Dzielimy obie strony réwnania przez x%, a po prawej dzielimy przez z kazdy z dwéch

nawiaséw i w kazdym pojawia sie t = £:
xX

206 =3(1+1t)(2+1), czyli 3t — 11t +6 = 0.

Zamiast liczy¢ A, zgadujemy pierwiastek wsrod dzielnikow wyrazu wolnego: t = 3. Ze

wzorow Viete'a t1ty = g = 2, wiec drugi pierwiastek to % Oba sg mozliwe: dla a > 1

liczby b=a®ib = as tez sa wieksze od 1. Odpowiedz: log, b = 3 lub log, b = %

s.17 ¢ lysyuczymatmy.pl


https://www.lysyuczymatmy.pl/

2

< ° °

Cwiczenia

1 Oblicz.

a) log, 32 c) log% 8 e) log 0,001 9) logﬁi

b) log, 2% d) log\/§9 f) log, N h) log, (25\/5)
2 Oblicz.

q) 310g37 c) 4log2 3 e) 9log3 2+1

b) 10%s5 d) (%)10&5 f) 93+logy 5

3 Rozwiaz réwnanie.

a) log, 16 =4 c) log, (x —1) =3 e) log: (v —1) =1

b) logsx = —2 d) log,8 =3 f) log, 3 = —3

4 Oblicz, korzystajac z wlasnosci logarytmow.

a) logg 4 + logy 9 c) 2logh + log4 e) % log, 64

b) log, 54 — log, 2 d) log, 48 — log, 3 f) 3log, 2 + log, 8

5 Oblicz, korzystajac ze wzoru na zamian¢ podstawy logarytmu.

a) log, 8 c) log, 3 - log, 8 e) logs 5 - logys 9
f) ! + !
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6 Wiadomo, ze log, 3 = a. Wyraz za pomocsy a:

a) log, 12 c) log, 2 e) log, 8
b) log, 18 d) log, 12 f) logs 24
7 Wykaz.
. 2a
a) Jezeli log, 5 = a, to logy, 25 = Pt
1+0b
b) Jezeli log; 2 = log; 5 = b, to logg 15 = .
) Jezeli log, a oraz logs , to logg T a
c) log, 3 -logs4-log,d- ... log;;16 = 4.
3a+1
d) Jezeli logy 2 = a oraz logy 3 = b, to log; 40 = a—{——i_b :
a

8 Rozwiaz zadanie.
a) Liczebno$¢ populacji bakterii opisuje wzér N(t) = Ny - k', gdzie t to czas w godzinach,
a k > 0. Po trzech godzinach populacja byta 8 razy liczniejsza niz na poczatku. O ile

procent rosta w ciggu kazdej godziny?

Sl

b) Masa substancji promieniotwérczej po t dniach wynosi m(t) = my - (%) . Po 30 dniach

zostato 12,5% masy poczatkowej. Oblicz T

c) Kwota na lokacie ro$nie co roku o 10%. Po ilu pelnych latach po raz pierwszy przekroczy

dwukrotnos¢ wptaty?

9 Oszacuj potegi dwojki.

a) Uzasadnij bez kalkulatora, ze 210 > 1030,

b) Przyjmij log2 =~ 0,3010 i wyznacz, ile cyfr maja liczby 200 i 264,

10 Gdy magnituda roénie o 1, amplituda roénie 10 razy, a energia 10%° razy.

a) Ile razy wieksza jest amplituda drgan przy magnitudzie 7 niz przy magnitudzie 47
b) Ile razy wigcej energii wyzwala trzesienie o magnitudzie 8 niz o magnitudzie 67

c) Jedno trzesienie wyzwala 100 razy wiecej energii niz drugie. O ile réznig si¢ ich magnitudy?
11 Zapisz jako jedna potege, w podpunkcie d) — jako potege dwojki.

q) 320 + 320 + 320 b) 4 . 510 + 510 C) 230 _ 229 d) 415 + 415

s.19 ¢ lysyuczymatmy.pl


https://www.lysyuczymatmy.pl/

3

Dodatek

Dowod wzoru na logarytm iloczynu

W szkole dowody wzoréow na logarytmy czesto si¢ pomija, a na rozszerzeniu warto rozumie¢,
skad sie biora. Dowdd z lekeji (45:55).
Niech a > 0,a # 1, x > 0iy > 0. Z definicji log, (xy) to wyktadnik, do ktérego trzeba podniesé

a, zeby otrzymac xy. Wystarczy wiec sprawdzi¢, ze liczba log, z + log, y ma te sama wlasnos¢:

alo-ga z+log,y _ alogax X alogay =2x-y.

Pierwsza réwnosé to wzér na iloczyn poteg czytany od prawej do lewej — tak jak 2573 = 2°.23;
druga to réwnosé a'°®«® = z. Liczba log, x + log, v jest wiec wykltadnikiem, do ktérego trzeba
podnie$é¢ a, zeby otrzymadc xy. Taki wyktadnik jest tylko jeden, bo funkcja wyktadnicza jest

roznowartos$ciowa, zatem
log, = +log, y = log, (zy) .

Dowodd pokazuje tez, skad sie biorg pary wzordow z sekcji o wlasnosciach: wzor na logarytm

iloczynu wynika wprost ze wzoru na iloczyn poteg. Pozostale wzory dowodzi sie podobnie.

12 % Udowodnij, ze dla @ > 0, a # 1, z > 0 i y > 0 zachodzi réwnos¢ log,  — log, y = log, L
)

13 % Udowodnij, ze dla a > 0, a # 1, x > 0 i dowolnej liczby rzeczywistej m zachodzi réwnosé

log, 2™ = m - log, x.

14 % Udowodnij wzor na zamiane podstawy logarytmu: dlaa > 0, a# 1,6 >0, ¢ > 0, ¢ # 1

. . log,. b
zachodzi réwnosc log, b = ——.
log,.a
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Odpowiedzi i krotkie rozwigzania

Numer to numer zadania w tym materiale. Do kazdego zadania wynik i szkic rozwigzania: sam

klucz, bez pelnych rachunkow.

Cwiczenia
1oor a) 5 b) =3;¢) =3;d) 4 e) =3; 1) 53 g)
—4; h) g
Liczbe logarytmowang zapisujemy
jako potege podstawy. ¢) 8 = (%)_3. d)
9= (v3)". ¢) 0,001 = 1073 f) ¥/7 =73
L_9-2— ()" h) 255 =52 . 53 = 55.
2 a) 7; b) 5; ¢) 9; d) £; e) 36; f) 40.
Korzystamy z a'°%«® = . ¢) 410823 =
(2log23)2 = 32.4) (%)10&5 _ (210g25)_1 _
51 e) 9ms? .9 = (3°m2) .9 = 4.9, 1)

23.9log5 — §. 5,

3 oor a) 2;b) 55 ¢) 9; d) 4; e) =6, V6; f)
3.

Korzystamy z definicji i pilnujemy zato-
zen. a) zt = 16,z > 0, x # 1. b) z = 372
¢)x—1=2%d) 2 =8, wiccz = 85 = 4.
e) 2 — 1 = 5; dla obu liczb 22 — 1 > 0. f)

x 3 =373

4 a) 2; b) 3;¢) 2;d) 4; e) 3; f) 3.

a) logs 36. b) log, 27. ¢) log 25 + log4 =
log 100. d) log, 16. ¢) log, 642 = log, 8. f)
log, 2% + log, 8 = log, 64.
5 a) 3;b) 3:¢) 3;d) 25e) 1; ) 1.

a) 12828 1) 827 0y ) Postac iloczy-

log, 4 log3 9~
nowa: log, 3 - logs; 8 = log, 8, log; 7 - log, 25 =

lo, .
log: 25. €) log,s 9 = logi3295 = 210235 — liczba
odwrotna do logg 5. f) log;ﬁ = logg a, wiec

logs 2 + logg 3 = log 6.

s. 21

6 a) 2+ a; b) 1+ 2a; ¢) L; d) 22 ¢) 2
f) 3ta

aa) log, (4-3). b) log, (2-9) = 1+

2log, 3. ¢) Liczba odwrotna do log, 3. d)

logy 12
logy 6 7

a log, 24 =3 +a.

log, 8 ) log, 24

alog26 =1+ a. e) log, 9 Tog, 3 °

7

Za kazdym razem zamieniamy pod-

logo 25 _ 2logy 5
logo 20~ 2+logy 5°

c¢) Postaé iloczynowa:

iloczyn jest réwny log, 16. d) lfogg"’f(? =

stawe na te z zalozen. a)

) logz 15 _ 14logs 5
logg6 ~  1+logg2°

logs 8+logs 5
logs 2+logs 37

8 a) 0 100%; b) T" = 10 dni; ¢) po 8
latach.

a) N(3) = 8Ny, wiec k> = 8ik = 2
— populacja co godzine sie podwaja. b)

30
(%) T = % = (%)3, wiec % =3.¢) 1,1" > 2,

log 2
log1,1

1,17 ~ 1,95, 1,18 ~ 2,14.

a log; 8 = 3a.

czylin > ~ 7,27; sprawdzenie:

9 a) dowdd; b) 219 ma 31 cyfr, 264 — 20
cyfr.

a) 2100 — (210)1% — 102410 > 100010 =
10%. b) log 21 = 100log2 ~ 30,10, wigc
1030 < 2190 < 103 log 264 ~ 19,26, wicc
1019 < 264 < 10%°,

10 oor. a) 1000 razy; b) 1000 razy; c) o 3.

a) Roznica magnitud 3, wigc 10%. b)
Réimica 2, wiee (1015) = 103, ¢) 10454 =
100 = 102, wiec 1,5d = 2.
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1 oor a) 3215 b) 511 ¢) 229; d) 23,

SZKIC a) 3 .32, b) (4—|— 1) . 510 = 5. 510 C)
2.22%9 9229, d) 2415 =92.23%0,

Dodatek

12 zadanie na dowéd

SoKIC aloga z—log,y _ Zii% — %7 WIQC

log, z — log, y to wyktadnik, do ktérego
trzeba podnies¢ a, zeby otrzymac i — czyli

z definicji log, %

s.22

13 zadanie na dowéd

m .
szkic @M 108a® = (alogaz) = 2™, wiec mlog, x
to wyktadnik, do ktérego trzeba podniesé a,

zeby otrzymac ™ — czyli log, 2™.

14 zadanie na dowéd

szwe Niech w = log, b, czyli a* = b. Logaryt-
mujemy obie strony rownosci przy podsta-
wie ¢: log.a" = log,.b, czyli ulog,a = log,. 0.
Dzielimy przez log, a, ktére nie jest zerem,
bo a # 1.
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