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Dzien dobry!

Nazywam sie Tomasz Saweczko, w internecie jestem znany jako ,,Lysy
uczy matmy”. Ucze matematyki od ponad 20 lat, a studiowalem ja na
Uniwersytecie Jagiellonskim, Uniwersytecie Warszawskim i Uniwersytecie

im. Fryderyka IT w Neapolu.

& WSZYSTKO DO MATURY ROZSZERZONEJ

Kurs maturalny wraz z materiatami pomocniczymi, autorskie arkusze probne, zbiory zadan i inne.

lysyuczymatmy.pl/rozszerzenie

@ DARMOWY KURS DO MATURY ROZSZERZONEJ

Filmy, materialy do pobrania i zadania do samodzielnej pracy — calo$¢ prowadze na YouTubie,

a komplet zebrany jest tutaj:

lysyuczymatmy.pl/yt-matura-rozszerzona-kurs

\
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B ARKUSZE PROBNE

Wiasne arkusze do prze¢wiczenia calej matury, z rozwiazaniami:

lysyuczymatmy.pl/arkusze

© YouTube d" TikTok Instagram & lysyuczymatmy.pl

Powodzenia na maturze - i do zobaczenia na kanale!
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O tym zestawie

W tym pliku sa wszystkie zadania z wielomianéw i funkcji wymiernych, jakie pojawity
sie¢ na maturach rozszerzonych w latach 2015-2026 — razem 16, ze wszystkich terminow. Tresci
pochodza wprost z arkuszy CKE i nie sg zmieniane; przy kazdym zadaniu stoi jego sesja i nu-
mer w oryginalnym arkuszu. Plik ma dwa rozdzialy — Wielomiany (12 zadan) i Funkcje
wymierne (4 zadania) — a w kazdym z nich zadania ida od najlatwiejszego do najtrudniej-
szego. Na koncu jest klucz: wynik, wskazowka naprowadzajaca na pomyst i szkic rozwiagzania,

czyli sam pomyst bez rachunkéw.

Skqgd bierze sig poziom trudnosci

Trudnosé jest liczba wyprowadzong z poziomu wykonania — sredniego wyniku wszystkich

zdajacych za dane zadanie, podanego w procentach maksymalnej liczby punktow:

trudno$é = (100 — poziom wykonania) : 20

Jak czytac oznaczenie trudnosci

Trudno$é¢ stoi pod kazdym zadaniem w skali od 0 do 5 — pie¢ kotek zamalowywanych co pét:
Niski poziom trudnosci °® 1/5
Sredni poziom trudnosci ¢ ee 3/s

Wysoki poziom trudnosci ¢eoeee® 5/5

Plakietki przy numerze zadania

Po lewej stronie nagtéwka ramki stoi Zrédto — sesja i numer zadania w arkuszu CKE, po prawej

punktacja. Miedzy nimi mogg stanaé¢ plakietki:

zwzMm  zadanie wycofane z matur — tu 10. Wraz z Formuly 2023 zniknely zadania za-
mkniete wielokrotnego wyboru (odpowiedzi A-D) i kodowane (wynik wpisywany cyframi

w kratki). Rozwiazywanie ich nadal ma sens: sprawdzaja te sama wiedze.

PAPP poza aktualng podstawa programowsg — tu jedno: opiera si¢ na twierdzeniu o wy-
miernych pierwiastkach wielomianu, ktorego dzi§ w programie nie ma. Ma szary pasek z boku

ramki — wida¢ z daleka, ze mozna je pomingc.
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Wielomiany

12 ZADAN
Zadaniel MAJ2016-ZADANIENR2 ZWZM
Wielomian

W (z) = 62° + 32* — 5z +p

jest podzielny przez dwumian x — 1 dla p réwnego

A. 4 B. -2 C. 2 D. -4

TRUDNOSE 1,5[5 [ Y|
Zadanie 2 LIPIEC 2020 - ZADANIENRT ~ ZWZM
Wielomian

W(z)=2®—22—2-2

jest podzielny bez reszty przez wielomian

A. z+2 B.z+1 C.z-1 D.x-2
TRUDNOSC 1,5[5 Y
Zadanie 3 CZERWIEC 2020 - ZADANIENRT ~ ZWZM

Wielomian okreslony wzorem

W(ZL') — 1'2019 o 31,2000 + 2 + 6

jest podzielny przez (x — 1) i z dzielenia przez (z + 1) daje reszte réwna 6.
jest podzielny przez (x + 1) i z dzielenia przez (x — 1) daje reszte réwna 6.

jest podzielny przez (x — 1) i jest podzielny przez (z + 1).

S aw >

nie jest podzielny ani przez (z — 1), ani przez (x + 1).

TRUDNOSC 1,5[5 Y
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Zadanie 4 MAJ2017-ZADANIENR5  ZWZM 2 PKT

Reszta z dzielenia wielomianu

3
W(x):x3—2x2+&x+1

przez dwumian x — 2 jest rowna 1.
Oblicz wartos¢ wspolczynnika a.
W ponizsze kratki wpisz kolejno trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia

dziesietnego otrzymanego wyniku.

TRUDNOSE 2[5 Y )

Zadanie 5 CZERWIEC 2015 - ZADANIENR5  ZWZM 1PKT

Zbiér K — to zbior wszystkich liczb rzeczywistych x, dla ktérych wartosé liczbowa wyra-
zenia \/x(x? —9) jest liczba rzeczywista. Zatem

A. K =(-3,0)U(3,+00) B. K = (—00,-3)U(0,3)

C. K =(-3,0)U(3,+00) D. K = (—00,-3) U (0, 3)

TRUDNOSC 2,5[5 0 (
Zadanie 6 CZERWIEC 2019-ZADANIENR3 ~ ZWZM  PAPP

Wiadomo, ze wielomian

152° — 1332* + 3832° — 49922 + 1462 + 120

689
6'5 75

doktadnie jeden pierwiastek wymierny. Jest nim liczba

ma w zbiorze

A. B. C.

[Spllen)
[N BN
~J|00
o
[}

TRUDNOSC 2,5/5 'Y
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Zadanie 7 CZERWIEC 2021- ZADANIENR5  ZWZM 2 PKT
Wymnikiem dzielenia wielomianu
5a° — Ta® —dx — 4

przez dwumian x — 2 jest tréjmian kwadratowy postaci azx? + bx + c.
W ponizsze kratki wpisz kolejno — od lewej do prawej — wartosci wspotczyn-

nikéw a, b oraz c.

TRUDNOSC 2,5/5 00

Zadanie 8 MAJ 2022 - ZADANIE NR 9
Reszta z dzielenia wielomianu
W(x) = 42 — 62° — (5m + 1)x — 2m

przez dwumian x + 2 jest réwna (—30).

Oblicz m. Dla wyznaczonej warto$ci m rozwiaz nieréwno$é W(x) > 0.

TRUDNOSC 2,55 'Y

Zadanie 9 MAJ 2019 - ZADANIE NR 13
Wielomian okreslony wzorem
W(z) =22° + (m® +2) 2° — 11z — 2 (2m + 1)

jest podzielny przez dwumian (x —2) oraz przy dzieleniu przez dwumian (z + 1) daje
reszte 6.

Oblicz m i dla wyznaczonej wartosci m rozwigz nieré6wnosé

W(x) <O0.

TRUDNOSC 3[5 00
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Zadanie 10 MAJ2021-ZADANIENR3  ZWZM 1PKT

Wielomian W (z) = z* + 81 jest podzielny przez

A.z-3 B. 2249 C.22-3V2r+9 D. 22+3V2x -9
TRUDNOSE 3,5[5 000 (
Zadanie 11 MAJ 2015 - ZADANIE NR 15

Suma wszystkich czterech wspoétczynnikéw wielomianu
W(z) =2 + ax® + bx + ¢
jest rowna 0. Trzy pierwiastki tego wielomianu tworza ciag arytmetyczny o réznicy réwnej

3.

Oblicz wspétczynniki a, b i c. Rozwaz wszystkie mozliwe przypadki.

TRUDNOSC 4[5 0000
Zadanie 12 CZERWIEC 2018 - ZADANIE NR 8

Wykaz, ze rownanie
x8+z2:2(x4-|—:v—1)
ma tylko jedno rozwigzanie rzeczywiste z = 1.

TRUDNOSC 4,55 0000 (
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Funkcje wymierne

4 ZADAN

Zadanie 13 MAJ2016-ZADANIENR3  ZWZM 1PKT

Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji homograficznej y = f(x), ktorej

dziedzing jest zbior D = (—o00,3) U (3, +00).

Ay

0 3 z

Réwnanie | f(x)| = p z niewiadoma = ma doktadnie jedno rozwiazanie

A. w dwoch przypadkach: p =0 lub p = 3.
B. w dwdéch przypadkach: p =0 lub p = 2.
C. tylko wtedy, gdy p = 3.
D. tylko wtedy, gdy p = 2.

TRUDNOSE 2[5 Y )
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Zadanie 14 CZERWIEC 2022 - ZADANIE NR 8 3 PKT

Rozwiaz nieréwnos¢
3r+1 - 3r +4
20+1 7 20 +3

TRUDNOSC 3[5 o060

Zadanie15 MAJ 2021 - ZADANIE NR 7 3 PKT

Rozwigz nier6wnos¢:
2v — 1 < 24+ 290.
l—2x = bz

TRUDNOSE 3[5 Y X

Zadanie 16 MAJ 2018 -ZADANIENRS  ZWZM 2 PKT

Punkt A = (=5, 3) jest srodkiem symetrii wykresu funkcji homograficznej okreslonej wzo-

rem
ar + 7

f(z) = rd
gdy = # —d.

Oblicz iloraz g.
W ponizsze kratki wpisz kolejno cyfre jednosci i pierwsze dwie cyfry po przecinku nieskon-

czonego rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

TRUDNOSE 4[5 (Y XY X
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Dodatek

19 ROWNAN I NIEROWNOSCI Z PARAMETREM

Zadanie o funkcji kwadratowej moéwi o pierwiastkach xq, xo, ale rozwiazuje si¢ warunek na
parametr: wzory Viete’a zamieniaja pierwiastki na sume i iloczyn zalezne od m. Bywa, ze to,

co wtedy wychodzi, nalezy juz do tego zbioru — parametr laduje w mianowniku albo wchodzi

w trzecia i czwartg potege.

Ponizej jest 19 takich warunkow z 25 zadan zestawu Funkcja kwadratowa — osobnego pliku
z tej samej serii (lysyuczymatmy.pl/rozszerzenie). Kazdy zapisany w postaci, w jakiej poja-
wia sie po raz pierwszy: zaraz po podstawieniu, przed upraszczaniem — bo to wtasnie jego

uproszczenie jest tu robota do wykonania. Zwykltych warunkéw kwadratowych (wyrdznik, znak

iloczynu pierwiastkéw) tu nie ma.

Parametr w mianowniku

MAJ 2023 - ZADANIE NR 11

MAJ 2023 - ZADANIE NR 11

MAJ 2025 - ZADANIE NR 11

MAJ 2025 - ZADANIE NR 11

MAJ 2022 - ZADANIE NR 12

s.10

Funkcja kwadratowa, zad. 3 - zwarunku A > 0

42_4.<_m__3) >0
m— 2

Funkcja kwadratowa, zad. 3 - po podstawieniu do z$ + z3 > —28
m—3
4 =3 [ ———= ) - (—4) > -28
(—4) =) (-4

Funkcja kwadratowa, zad. 6 - pierwiastki tego samego znaku

m-+8
— >0
2—m

Funkcja kwadratowa, zad. 6 - po podstawieniu do (z; — z2)? < 180

(2(2m+1)>2_4_m+8 - 180

2—m —-m

Funkcja kwadratowa, zad. 8 - pierwiastki to 1 im

1 1
I+ —+2=1+—
m m
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6 MAJ2021-ZADANIENRT  Funkcja kwadratowa, zad. 9 - pierwiastki to /21 1/2

+2

O
2

2
<=
m

N[ —

7 CZERWIEC 2023 -ZADANIENR10  Funkcja kwadratowa, zad. 11 - po podstawieniu do 1/27 4 1/23 < 1

(m+1)3_23—2m

m m
3—92m\?
m

8 MAJ2015-ZADANIENRI3  Funkcja kwadratowa, zad. 14 - z przypadku =7 + 23 = 1

<1

<_M)2_2.ﬂ_

=1
m+1 m+1

9 CZERWIEC 2024 - ZADANIENR 12 Funkcja kwadratowa, zad. 18 - po podstawieniu do =7 + 23 = zz0 + 7

m—3 m—3 - m—3 T

(m+1>f_z(m+1f (m+1)°

10 CZERWIEC 2015 - ZADANIENR 15  Funkcja kwadratowa, zad. 19 - wartosé najwieksza, czylia < 0

m2+m—6

m—>5

<0

11 CZERWIEC 2015 - ZADANIENR 15 Funkcja kwadratowa, zad. 19 - miejsca zerowe tego samego znaku

m—2>5 -0
m?+m —6
m—2>5

12 CZERWIEC 2015 - ZADANIENR 15 Funkcja kwadratowa, zad. 19 - zwarunku A > 0

m?+m —6

—92)% 4
(m —2) o——

(m—=>5)>0
13 CZERWIEC 2018 - ZADANIENR 14 Funkcja kwadratowa, zad. 20 - po podstawieniu sumy odwrotnosci

0< sm <2
(m+1)(2m—1) — 3

14 MAJ2026-ZADANIENR10  Funkcja kwadratowa, zad. 24 - wierzchotek w przedziale (—2,2)

2m
—2< —= <2
2m?2
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15 MAJ2026-ZADANIENR10 Funkcja kwadratowa, zad. 24 - warto§é w wierzchotku ujemna

2m?2 2m?2

2m \ 2
m2'( m) —2m-—m—m—|—1<0
Stopien wyzszy niz drugi
16 MAJ2024-ZADANIENR12  Funkcja kwadratowa, zad. 5 - stopien 3
Bm+1)°—9(2m* +m+1) <3m -7

17 MAJ2018-ZADANIENR12  Funkcja kwadratowa, zad. 7 - stopiei 3

(—(m+1)° =31 —=m?) - (= (m+1)) > T (1 —m?)

18 CZERWIEC 2025 - ZADANIENR 5 Funkcja kwadratowa, zad. 12 - stopief 3

m ((—2m)* —2(2m — 1)) = 3m (2m — 1) + 2

19 CZERWIEC 2026 - ZADANIENR Tl Funkcja kwadratowa, zad. 25 - stopien 4

((—m)2 - 2m)2 —2m? +4m® > 3

s.12
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Odpowiedzi, wskazowki i szkice

rozwigzan

Numer to numer zadania w tym zestawie. Do kazdego zadania: wynik koncowy (przy dowo-

dach pominiety), wskazéwka naprowadzajaca na pomyst i szkic rozwiazania — sam klucz, bez

rachunkoéw.

Wielomiany

1 D.

Skorzystaj z twierdzenia Bézouta,
ktére méwi, ze wielomian W(z) jest po-
dzielny przez dwumian (z — a) wtedy i tylko
wtedy, gdy W(a) = 0.

W({1)=6+3—-5+p=0, wiec p = —4.

2 D.
Skorzystaj z twierdzenia Bézouta,
ktére méwi, ze wielomian W(z) jest po-
dzielny przez (x — a), gdy W(a) = 0.
W(2) =8 —4—2—2=0; dla pozosta-
tych kandydatow W (—-2) = —12, W(-1) =
W(l) =-3.

3 B.

Wykorzystaj twierdzenie Bézouta o
reszcie, ktore méwi, ze reszta z dzielenia wie-
lomianu W (z) przez (x — a) jest réwna W (a).

W(l)=1-3+2+6=06 (reszta 6 przy
dzieleniu przez x — 1), W(—-1) = —-1—-3—-2+
6 = 0 (podzielny przez = + 1).

4 125
Skorzystaj z twierdzenia Bézouta o
reszcie, ktére méwi, ze reszta z dzielenia wie-
lomianu W (z) przez (x — a) jest réowna W (a).
W(2)=8-8+2a+3=1,wicca= 4=

s. 13

0,125.
5 A

Wyrazenie pod pierwiastkiem musi by¢
nieujemne. Rozwiaz odpowiednia nieréwnosé
wielomianows.

z(x — 3)(z + 3) > 0; wezyk z pierwiast-
kami —3,0,3 i dodatnim wspotczynnikiem

wiodacym daje (—3,0) U (3, +00).

6 A.

Skorzystaj z twierdzenia o pierwiast-
kach wymiernych wielomianu o wspét-
czynnikach catkowitych.

Pierwiastek wymierny § (utamek nie-

skracalny) ma p | 120 i ¢ | 15. Mianowniki
61 7 nie dzielg 15, a 91120 — zostaje 2.

7 532

Wykonaj dzielenie wielomianéw (pisem-
nie lub schematem Hornera), a nastep-
nie odczytaj wspotczynniki otrzymanego troj-
mianu.

Schemat Hornera z kluczem 2: 5, 3, 2, 0

—iloraz 5x% 4 3z + 2, reszta 0.

8 m =3 oraz x € [—1,—1] U[3, +00).

Skorzystaj z twierdzenia Bézouta

(wersja z reszta), z ktérego wynika w tym
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zadaniu, ze W(—2) = —30.

W(-2) = —30 daje 8m = 24, m = 3.
Wtedy W(x) = 423 — 62* — 160 — 6 =
20z — 3)2x + 1)z + 1) 1 W(z) > 0 dla

z € [-1,-3] U[3,400).

9 m =1 oraz z € (—oo, —3]U [-1,2].

Skorzystaj z twierdzenia Bézouta o
reszcie, z ktérego wynika, ze reszta z dzie-
lenia W (z) przez (x — a) wynosi W (a).

W(2) =0 daje 4m® —4m =0, W(-1) =
6 daje m3® — 4m + 3 = 0; oba spekia tylko
m = 1. Wtedy W (z) = 223+ 322 — 11z —6 =
(x—=2)2x+1)(z+3)i W(z) <0dlax < -3
lub —% <z <2

10 C.

Zauwaz, ze wielomian W (x) nie ma pier-
wiastkow, wigc nie moze by¢ podzielny przez
wielomian, ktéry ma pierwiastki.

zt + 81 = (22 +9)? — (3v22)% = (2% —
3v2249) (2 +3v2x +9). A odpada od razu:

W nie ma pierwiastkow.

n (a,b,c) = (—12,39,—-28), (—3,—6,8)
lub (6,3, —10).

Skorzystaj z faktu, ze suma wspotczynni-
kéw dowolnego wielomianu W (x) jest réwna
W(1).

W(l) =14+a+b+c =0, wiec 1 jest pier-
wiastkiem. Trojka pierwiastkéw o roznicy 3 z
jedynka na jednym z trzech miejsc: {1,4, 7},
{=2,1,4}, {-5,-2,1}. Z wzoréw Viete'a ko-
lejno (a,b,¢) = (—12,39,—-28), (—3,—6,8),
(6,3, —10).

12
Przenie§ wszystkie wyrazenia na lewa

strone i pogrupuj je tak, zeby otrzymac¢ dwa

s.14

wzory skréconego mnozenia na kwadrat
réznicy.

¥ =2t + 1422 20+ 1= (2 — 1)+
(r—1)? = 0. Suma kwadratéw zeruje sie tylko,

gdy oba sg zerem: z* =11z = 1.

Funkcje wymierne
13 B.

Skorzystaj z metody geometrycznej,
funkcja |f(x)| powstaje przez symetryczne
odbicie czesci wykresu funkeji f, ktora znaj-
duje sie pod osia Ox (cze$¢ nad osia Oz po-
zostaje bez zmian).

Odbij czesé¢ wykresu spod osi Ox w gore
— to wykres |f|. Prosta y = p tnie go w jed-
nym punkcie tylko dla p = 0 (jedyne miejsce
zerowe) i dla p = 2 (poziom asymptoty pozio-
mej).

14 oor. z € (—00,—2) U (=3, +00).

Zacznij od zapisania zalozen (mianowniki
nie moga sie zerowac!). Przenie$ wszystkie
wyrazenia na lewa strone, odejmij od siebie
utamki i skorzystaj z faktu, ze znak ilorazu
jest taki sam jak znak iloczynu.

x # —%, —%. Réznica utamkéw ma licz-
nik 3z +1)(2z+3) — 3z +4)(2z+1) = —1,
wiec nieré6wnosc¢ to ( —1

et (2213) < 0, czyli
(2x 4+ 1)(2x 4+ 3) > 0.

15 x € (—oo, —}l] U (O, %} U (1, +00).
Pamietaj o zalozeniach! Mianowniki
utamkow nie moga by¢ rowne zero. Nastep-
nie przenies wszystkie wyrazenia na jedna
strone, odejmij utamki i skorzystaj z faktu,
ze znak ilorazu jest taki sam jak znak ilo-

czynu.

x # 0, 1. Po przeniesieniu na lewa strone
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licznik to 122? — bz — 2 = (3x — 2)(4x + 1),

% < 0 - iloczyn (3z — 2)(4x +

1) z(1 —x) < 0 z wezykiem o pierwiastkach

—i, 0, %, 1; konice 0 i 1 wykluczone.

wiec

16 oor. 166

wsk. Skorzystaj z faktu, ze srodek symetrii wy-

s.15

kresu funkcji homograficznej jest punktem
przeciecia asymptot tej funkcji.

szae Srodek symetrii to przecigcie asymptot
= —diy = a, wiccd =5, a = 3i
=2 =1,6066...

el 8
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