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Dzien dobry!

Nazywam sie Tomasz Saweczko, w internecie jestem znany jako ,,Lysy
uczy matmy”. Ucze matematyki od ponad 20 lat, a studiowalem ja na
Uniwersytecie Jagiellonskim, Uniwersytecie Warszawskim i Uniwersytecie

im. Fryderyka IT w Neapolu.
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3 DARMOWY KURS DO MATURY ROZSZERZONEJ

Filmy, materialy do pobrania i zadania do samodzielnej pracy — cato$¢ prowadze na YouTubie,

a komplet zebrany jest tutaj:

lysyuczymatmy.pl/yt-matura-rozszerzona-kurs

B ARKUSZE PROBNE

Wilasne arkusze do przeé¢wiczenia calej matury, z rozwigzaniami:

lysyuczymatmy.pl/arkusze
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© YouTube d" TikTok Instagram w lysyuczymatmy.pl

Powodzenia na maturze - i do zobaczenia na kanale!
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1
Niezbednik wartosci bezwzglednej

Ten rozdziat idzie tg sama droga, co lekcja. Zaczynamy od odleglosci na osi — modut réznicy to
odlegtosé dwoch liczb — i od wzoru Va2 = |a|, na ktérym potyka sie najwiecej os6b. Potem de-
finicja, opuszczanie modutu i wlasnosci. Dalej ré6wnania: od najprostszych, przez modut
w module, po modut réwny wyrazeniu z niewiadoma i rGwnanie z parametrem rozwigzane
trzema sposobami. Na koniec nieréwnosci: metoda przedziatléw, wspolne miejsce zerowe pod
modutami, moduty ukryte pod pierwiastkami i nieréwno$¢ miedzy dwoma modutami. Kazda

z pieciu ramek z zadaniami CKE ma plakietke z momentem w filmie.

Wartosc bezwzgledna jako odlegtosc
Odlegtosc¢ liczb 2 i 7 na osi to 7 — 2 = 5. Gdy nie wiadomo, ktéra z dwdch liczb jest wicksza,
odejmowanie moze da¢ 2 — 7 = —5 — a odlegto$¢ ujemna nie bywa. Wystarczy wzia¢ wynik

w wartoéci bezwzgledne;j.

MODUL JAKO ODLEGLOSE

la — b| to odlegtos¢ liczb a i b na osi liczbowej, a |z| = |z — 0| — odlegtosé liczby = od zera.

Tak czytany modul rozwiagzuje najprostsze nieréwnosci bez rachunkéw: zaznaczamy Srodek

i odktadamy odlegto$é¢ w obie strony.

4 )

ODLEGLOSC PRZYKLAD Z LEKCJI - 2:00

Rozwigzmy | — 3| < 1.

i1 |z — 3] to odlegtosé = od 3 — ma wynosi¢ co najwyzej 1.

i Od 3idziemy o 1 w prawo i o 1 w lewo: z € (2,4).
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WARTOSE BEZWZGLEDNA - ROWNANIA | NIEROWNOSCI Z MODULEM

ODLEGtOSC PRZYKLAD Z LEKCJI - 2:55

Rozwigzmy |x 4 5| > 2.

i |z + 5] = |z — (=5)|, wiec to odleglosé = od —5, a nie od 5. Punkt odniesienia
najprosciej znalez¢, wstawiajac liczbe, dla ktorej wyrazenie pod modutem si¢ zeruje.
i Odlegtoé¢ od —5 ma byé¢ wieksza niz 2, wiec konce nie nalezg: © € (—oo0,—7) U

(=3, +00).

|
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|
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[
o
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Pierwiastek z kwadratu

PIERWIASTEK Z KWADRATU

Dla kazdej liczby rzeczywistej a zachodzi vVa? = |al.

Bez modutu wzér jest fatszywy dla liczb ujemnych: 4/ (—1)2 =1 =1 # —1 — pierwiastek
nigdy nie jest ujemny. To jeden z najczestszych btedéw maturzystow; w zadaniu 9 z maja 2023

CKE dopisata ten wzor do tresci jako wskazdwke.

( N\

PIERWIASTKOWANIE PRZYKtAD Z LEKCJI - 4:21

Rozwiazmy (2x — 1)2 < 4 - bez wymnazania i bez liczenia wyrdznika.

1 Obie strony sa nieujemne, wiec wolno je spierwiastkowac¢. Pierwiastek z kwadratu to
modut: |2z — 1| <2 —anie 2z — 1 < 2.

i1 Pod modutem stoi ,,cos”. Liczby o module co najwyzej 2 leza w (—2,2), wiec —2 <
20 —1 < 2.

<z <3 eylize(—3,3).

- J

N =

m Dodajemy 1 i dzielimy przez 2: —

Z kroku II warto zrobi¢ regute. W $rodku modutu moze siedzie¢ dowolne wyrazenie W — liczy

sie tylko jego odlegtos¢ od zera.
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MODUL Z DOWOLNEGO WYRAZENIA

Dla a > 0:

1. [W]| <a wtedy i tylko wtedy, gdy —a < W < gq;

2. |[W|>a wtedy i tylko wtedy, gdy W < —a lub W > a.

Tak samo z nieréwnosciami ostrymi.

J
Definicja wartosci bezwzglednej
N
DEFINICJA
xr dlax >0,
x| =

—z dlaz <0.

J

Liczbe nieujemna modut zostawia w spokoju, a ujemna zamienia na przeciwnag — odbija ja

symetrycznie wzgledem zera: [5| =51 | — 5| = 5, bo obie liczby leza 5 od zera.

Minus nie znaczy ,,ujemna”, tylko ,,przeciwna”. Hasto ,modut zjada minus” i wzor
| — 2| = x sa falszywe: dla z = —5 lewa strona to 5, a prawa —5. Poprawnie: | — z| = |z|

— liczby przeciwne lezg tak samo daleko od zera.

Z tego samego powodu |a — b| = |b — a|: réznice wziete w odwrotnej kolejnosci sa liczbami
przeciwnymi (7 —2 =5, 2 — 7 = —5), wiec maja ten sam modutl. Bywa to wygodne — zamiast

|2 — 2| mozna pisaé |z — 2|.

Opuszczanie modutu

Zeby pozbyé sie modutu, trzeba znaé znak wyrazenia w $rodku. W definicji litera = oznacza

scokolwiek”, wiec dla |z — 5| o wszystkim decyduje znak x — 5:

r—>5 dlaz>5,
|z — 5| =
55—z dlaz <5.

Druga linia to — (x — 5) = 5 — z — réznica wzieta w odwrotnej kolejnosci.
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WARTOSC BEZWZGLEDNA - ROWNANIA | NIEROWNOSCI Z MODULEM

LICZBY NIEWYMIERNE PRZYKEAD Z LEKCJI - 15:03

2
Zapiszmy bez modutu ‘1 — \/5‘ oraz (3 — 2\/§> .

I V2 &~ 141 > 1, wiec 1 — /2 < 0. Najpro$ciej odwrécié¢ kolejnoéé odejmowania:
1 vE = [Va-1] = VE-1.
Pierwiastek z kwadratu to modut: (3 — 2\/5)2 = |3 — 2\/§|

m  Znak bez kalkulatora: 3 = v/9 oraz 2v/2 = V4 - /2 = \/g, a V8 < V9. Wyrazenie
jest dodatnie, wiec wynik to 3 — 2v/2.

Wiasnosci wartosci bezwzglednej

N
WtASNOSCI
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b:
1. | —a|=la| oraz |a—1b]=|b—al;
2. la-b| = |a| - |b| oraz 9‘ ECIR
bl o]
3. |a]* = a%
4. Va2 = |a).
J

Modut zmienia tylko znak, a dodatni czynnik znaku nie zmienia — dlatego wolno go wyciggnac
przed modul: |2 (x — 5)| = 2|z —5|. Z wtasnosci 2 korzysta zadanie z maja 2026 (sekcja Wspdlne
miejsce zerowe pod modutami), z wlasnosci 3 — podnoszenie do kwadratu nieréwnosci miedzy

modutami (sekcja Nierdwnosé miedzy dwoma modulami).

Rownania z modutem

N
DWA PODSTAWOWE ROWNANIA
1. Dlaa>0: |W|=a wtedy i tylko wtedy, gdy W =a lub W = —a.
2. |A| = |B| wtedy i tylko wtedy, gdy A= B lub A= -B.
J
Dla a < 0 réwnanie |W| = a jest sprzeczne — modut to odleglos¢, a ta nie bywa ujemna.
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WARTOSE BEZWZGLEDNA - ROWNANIA | NIEROWNOSCI Z MODULEM

W drugiej regule liczby o rownych modutach sa albo réowne, albo przeciwne, jak 5 i —5.

( )

ROWNANIE PRZYKtAD Z LEKCJI - 18:45

Rozwigzmy |z? — 1| = 5.

1 Pod modutem stoi ,,co$”, a modut z czego$ rowny 5 znaczy, ze to cos jest réwne b
albo —5: 22 — 1 =51ub 22 — 1 = —5.

I 7 pierwszego z* = 6, czyli |z| = V6 i z = £v/6. Drugie daje 22> = —4 — sprzeczne.
Rozwigzania: x = —\/6, x = /6.

MODUt W MODULE PRZYKtAD Z LEKCJI - 19:43

Rozwigzmy ||z — 1] — 2| = 4.

1 Zdejmujemy zewnetrzny modut, nie patrzac do $rodka: |[z—1|—2 =4 lub |z—1]|—-2 =
—4, czyli [ — 1| =6 lub |z — 1] = —2.
n |x—1| = —2 jest sprzeczne — odlegto$é nie moze by¢ ujemna. Zostaje x — 1 =6

lubx — 1= —6, czyli x =7 lub z = —5.

DWA MODULY PRZYKtAD Z LEKCJI - 21:18

Rozwiazmy |2z — 1| = |3x + 5|.

1 Moduly sa réowne, gdy wyrazenia sg réwne albo przeciwne: 2z — 1 = 3z + 5 lub
20 —1=—(3x+5).

n  Dwa réwnania liniowe: x = —6 lub br = —4, czyli x = —

(SN
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Modut réowny wyrazeniu z niewiadomg

Reguta ,|W| = a, wiec W = +a” wymaga, zeby a byto nieujemne. Gdy po prawej stoi wyrazenie

z x, tego nie wiadomo z gory.

MAJ 2022 - ZADANIENR 7 POZIOM WYKONANIA 44% w rimie 22:41 (IS
Rozwigz réwnanie:

|z — 3| = 2z + 11.

Na co zwrdcié uwage. Rozpisanie bez zastanowienia, r—3 = 2x+11 lub z—3 = —2x—11,
daje dwoch kandydatow: © = —14ix = —%. Ale dla x = —14 prawa strona to —17, a lewa
17 — modul nie moze by¢ rowny liczbie ujemnej. Dlatego na starcie zaktadamy

11
20 +11 > 0, czyli T > 5

wlco

i od razu odrzucamy —14. Odpowiedz: x = —=%.

Mozna tez bez zalozenia — ,metoda starozytnych”: rozwigzac¢, a potem sprawdzi¢ obu

kandydatéw w réwnaniu. W réwnaniach to dziata; w nieréwnosciach juz nie.

Réwnanie z parametrem

CZERWIEC 2020 - ZADANIENR 6 POZIOM WYKONANIA 28% wrmie 272§
Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktorych réwnanie

|z —5|=(a—1)—4

ma dwa rézne rozwigzania dodatnie.

Na co zwrécié uwage. Cale wyrazenie (a — 1)? — 4 oznaczamy jedna litera m — i nie
wymnazamy nawiasu. Pytanie brzmi wtedy: dla jakich m réwnanie |z — 5| = m ma
dwa rézne rozwigzania dodatnie? Rozwiazania w ogdéle sa tylko dla m > 0, a dwa roézne —

dla m > 0 (dla m = 0 jest jedno: z = 5).

W lekcji ten warunek pada trzema sposobami.

Sposéb I: ré6wnanie kwadratowe. Dla m > 0 obie strony réwnania sa nieujemne, wiec wolno

s.9 ¢ lysyuczymatmy.pl


https://www.lysyuczymatmy.pl/

je podnies¢ do kwadratu, a |z — 5|2 = (z — 5)*

22 —10x +25 —m? = 0.

Rozwiagzania sa dwa (to samo réwnanie, tylko w innej postaci), a dodatnie sa oba, gdy ich
iloczyn i suma sa dodatnie. Ze wzoréw Viete'a z129 = 25 — m? > 0 oraz 1 + 22 = 10 > 0.

Z m? < 25im >0 wychodzi 0 < m < 5.

Podniesienie réwnania do kwadratu daje réwnanie réwnowazne tylko wtedy, gdy obie
strony sg tego samego znaku. Réwnanie x = 1 po podniesieniu zmienia sie w 2% = 1,
ktore ma jeszcze rozwigzanie —1. Dlatego tu najpierw zaktadamy m > 0, a dopiero potem

podnosimy.

Sposéb II: wykres. Liczba rozwiazan réwnania | — 5| = m to liczba punktéw wspdlnych

wykresu y = |x — 5| z pozioma prosta y = m.

Ya

L ey y=25

m y=m
5—m 5 S+m v

Dla 0 < m < 5 prosta tnie ,dzidbek” w dwoch punktach i oba maja dodatnie odciete. Dla
m = 5 lewy punkt wypada w zerze, a wyzej jest juz ujemny; dla m = 0 zostaje jeden punkt,
ponizej — zadnego. Odcezytujemy 0 < m < 5 bez rachunkow.

Sposéb III: wprost z definicji. Dla m > 0 mamy z = 5+m lub x = 5 —m — to rézne liczby,
bo m # —m. Pierwsza jest dodatnia zawsze, druga wtedy, gdy m < 5. Znowu 0 < m < 5.
Zostaje wrécié do a. Dodajemy 4 do wszystkich stron nieréwnosci 0 < (a — 1)2 —4 < 51 pier-

wiastkujemy — wszystkie strony sa dodatnie, a pierwiastek z kwadratu to modut:

4<(a—1)°<9 — 2<la—1| <3.

Odlegto$¢ a od 1 ma by¢ wieksza od 2, ale mniejsza od 3:

ac(—2,—1)U(3,4).

Dwie nieréwnosci kwadratowe z osobnymi wyréznikami okazaty sie zbedne.
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Nieréwnosci z kilkoma modutami

Gdy modutéw jest kilka, wyrazen w srodku nie da sie ,uwolni¢” inaczej niz przez przypadki:

w kazdym przedziale osi kazde z nich ma staty znak.

METODA PRZEDZIAtOW

1. Znajdz miejsca zerowe wyrazen pod modutami i podziel nimi o$ na przedziaty. Konce

przypisz dowolnie — byle przedziaty skleity si¢ w caty oS.

2. W kazdym przedziale opu$¢ moduty: wyrazenie nieujemne bez zmian, ujemne — z mi-

nusem przed nawiasem.

3. Rozwiaz otrzymana nieréwnos¢ i wez cze$¢é wspolnag z przedziatem, w ktorym jestes.

4. Odpowiedz to suma wynikéw ze wszystkich przedziatow.

MAJ 2025 - ZADANIENR 5 POZIOM WYKONANIA 52% wFiLMEE 45:54 (TS
Rozwiaz nieréwnosé

v —2| =2 |z +3| < —2.

Zapisz obliczenia.

Na co zwréci¢ uwage. Moduly zeruja sie w —3 i w 2, wiec przypadki sg trzy. Ponizej
—3 oba wyrazenia sg ujemne, powyzej 2 oba dodatnie — co$ ciekawego dzieje sie tylko

w $rodku, gdziex +3 > 0,a 2z —2 < 0.

l.e < =3 —(x—2)4+2(+3) < =2, czyli 2 < —10 — miesci si¢ w przypadku:
(—o0, —10).

2. 3<2<2 —(2—-2)—2(x+3) < -2, czyli =3z <2iz > —2— po przecigciu
z przypadkiem (—%, 2>.

3.x>2: (r—2)—2(x+3) < —2, czylix > —6 — po przecieciu z przypadkiem (2, +00).

Dwa ostatnie przedzialy sklejaja sie w dwojce: z € (—o0, —10) U (=2, +00).
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Wspolne miejsce zerowe pod modutami

Przypadki zawsze dziataja, ale bywaja nuzace. Zanim si¢ za nie wezmiesz, sprawdz, czy wyra-

zenia pod modutami nie zeruja sie w tym samym punkcie.

MAJ 2026 - ZADANIE NR 5 IV T 4 PKT
Rozwiaz nieréwnos¢

22 — 6] — |2* — 9] < 0.

Zapisz obliczenia.

Na co zwré6cié uwage. 2x — 6 zeruje sic w 3, a 2> — 9 w £3 — trdjka jest wspdlna.
Z twierdzenia Bézouta (albo ze wzoru na réznice kwadratéw) x — 3 da sie wylaczy¢,

a modut iloczynu to iloczyn modutéw:

22— 6] — |2* = 9| =2[z —3| — |z = 3| - [z + 3| =z — 3| (2— |z + 3]) < 0.

Teraz putapka: modut jest nieujemny, nie dodatni. Dla x = 3 lewa strona to 0, a 0 < 0
jest fatszem — tréjke wyrzucamy. Dla x # 3 czynnik |x — 3| jest dodatni i o znaku decyduje

nawias:

2—|z+3] <0 = |z + 3] > 2.

Odlegtosé x od —3 wigksza niz 2 daje x < —5 lub # > —1. Bez tréjki: x € (—o0, —5) U
(—1,3) U (3, +00).

Gdyby zamiast nieréwnosci stato réwnanie |x — 3| (2 — |z + 3|) = 0, posta¢ iloczynowa tez

rozwiazalaby je od reki: z = 3 albo |z + 3| = 2.
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Moduty ukryte pod pierwiastkami

Ta sama metoda przedziatow rozwiazuje si¢ zadanie, w ktorym modutéw na pierwszy rzut oka

nie ma — ukrywaja sie pod pierwiastkami z kwadratow.

MAJ 2023 - ZADANIENR 9 POZIOM WYKONANIA 52% w riLMiE 1:06:45 (YT
Rozwiaz nieréwnos¢

25
x2+4x+4<§—\/:x2—6.1:+9.

Zapisz obliczenia.

Wskazéwka: skorzystaj z tego, ze va? = |a| dla kazdej liczby rzeczywistej a.

Na co zwrécié uwage. Wskazéwka zdradza, ze pod pierwiastkami stoja kwadraty: 22 +
4r 44 = (v +2)% oraz 22 — 6z + 9 = (z — 3)°. Po spierwiastkowaniu

25 25
|x—|—2|<§—|x—3|, czyli |x+2|+|x—3|<§,

i dalej trzy przypadki z punktami —2 oraz 3. Ponizej —2 wychodzi —2z +1 < 2, czyli

3 7
x> —13—1; w Srodku 5 < % — zawsze prawda; powyzej 3 wychodzi 2z —1 < %, czyliz < 1—34.

Razem: x € (—%, %)
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WARTOSC BEZWZGLEDNA - ROWNANIA | NIEROWNOSCI Z MODULEM

Nierownos¢ miegdzy dwoma modutami

Nieréwnos¢ |A| < |B| ma obie strony nieujemne, wiec mozna ja podnie$¢ do kwadratu bez

zmiany zbioru rozwigzan, a |A|? = A2

4 )

DWA MODULY PRZYKEAD Z LEKCJI - 1:08:08

Wyznaczmy najwigksza liczbe catkowita spetniajaca nieréwnosé |z| < | — 1025| (ma-

tura z czerwca 2015).

I Obie strony sg nieujemne, podnosimy do kwadratu: z2 < (z — 1025)°.

n Prawej strony nie wymnazamy do konca: z?> < 2% — 2 - 1025z + 10252, wicc
2 - 10252 < 10252, Dzielimy przez 1025: 2o < 1025, czyli o < 512,5.

m Najwieksza liczba catkowita mniejsza od 512,5 to 512.

\\ J

Ten sam wynik widaé z odlegltodci: || < |x — 1025| znaczy, ze z lezy blizej 0 niz 1025, czyli na

lewo od érodka odcinka, % = 512,5.
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< ° °
Cwiczenia
1 Zapisz liczbe bez symbolu wartosci bezwzglednej i bez pierwiastka z kwadratu.

a) |2 — V3| d) |V7— 3|+ |VT—2
o) V3 — 1| e/ (1-v3) +/(2—-v3)’
c) |m — 4 f) [3v2 —2V3|

2 Odczytaj nieréwnosé jako warunek na odlegto$é¢ na osi liczbowej i ja rozwiaz.

a) |[r—4] <3 c) [x—1| >4 e) 3—x] <2

b) [z+2| <5 d) [z +6/>1 f) |20 — 5| <3

3 Rozwiaz nierownosé, pierwiastkujac obie strony.

a) (z—3)2<16 c) 22 — 62 +9 < 4

b) (24 1)*>9 d) 4% +4x+1>25

4 Zapisz wyrazenie bez symbolu warto$ci bezwzglednej, rozpatrujac przedziaty.

a) |z + 4] c) |z|+ |z — 2|

b) |3 — 2| d) 2% — 4|

5 Rozwiaz réwnanie.

a) [z —2| =7 ) |2 -5 =4 e) |lz+2[—4|=3

b) |22+ 3| =0 d) |Jz] - 3| =1 f) |z — 1] = |22 + 4]
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6 Rozwiaz réwnanie.

a) [t +1|=22—-4 c) v —4| = -3z

b) |22 —5|=z—1 d) |22 — 4] =3z

7 Rozwiaz zadanie z parametrem.

a) Wyznacz liczbe rozwiazan réwnania |x — 3| = m w zaleznosci od parametru m.

b) Wyznacz wszystkie wartoéci parametru a, dla ktérych réwnanie |z + 2| = a* — 1 ma dwa

rozne rozwigzania ujemne.
c) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie |z — 4| = m — 1 ma dwa
rozne rozwigzania dodatnie.
8 Rozwiaz nieréwnos¢ metoda przedziatow.
a) [x—1|+]z+3 <6
b) [z +2|—|x—1]>1
c) 2z —1|—|x+4]>1
9 Rozwiaz nieréwnosé, wytaczajac wspolny czynnik spod modutow.
a) 3z — 6] — |z —4] >0
b) |22 — 1| < 2|z — 1]
c) |z% — 5z| < |2z — 10
10 Rozwiaz zadanie, podnoszac obie strony nierownosci do kwadratu.
a) Rozwiaz nieréwnosé |z — 3| < |z + 1.
b) Rozwiaz nieréwnos¢ |2z + 1| > |z — 4.
c) Wyznacz najwieksza liczbe catkowita spetniajaca nieréwnosé |x| < |z — 2027|.
11 Zamien pierwiastki z kwadratow na moduty i rozwiaz.
a) Vo2 — 22+ 1+ V22 +62+9<38

b) V2 - 10z +25 =22 — 1
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3

Dodatek

Wykresy funkcji zmodutem

Te przeksztatcenia wypadtly z wymagan na mature 2026, ale warto je zna¢ — pokazuja, co modut

robi z wykresem.

Wykres y = |f(x)|. Modul dziata na wartosci funkeji. Czesé wykresu nad osia Oz zostaje

bez zmian, a cze$¢ pod osig odbija sie symetrycznie wzgledem tej osi.

Wykres y = f(|x|). Modut dziata na argumencie. Dla x i —z funkcja dostaje te sama liczbe

|z|, wiec przyjmuje te sama warto$¢ — wykres jest symetryczny wzgledem osi Oy. Wartosci f

dla ujemnych argumentéw nie sg w ogdle uzywane: lewg potowe wykresu f skreslamy, a prawa

odbijamy na lewo.

A

<

flx)=2%-3 f(z) =sinx flx)=|r+1]-3
y = |f(z)] = |z* -3 y=|f(z)] = [sinz] y=|f(@)] = [lz +1] - 3|
fla)y=a-2 flx) =2%—-22 -3 flx) =2% -3z
y=f(lz]) = |z -2 y = f(|z]) = 2* — 2|z - 3 y = f(|z]) = |z’ - 3Jz|

Gorny rzad to |f(z)|, dolny f(|z|); na szaro wykres f. Trzecia komérka u géry pokazuje, jak

rysuje sie ,litere W7 y = Hx + 1| — 3‘: od y = |z| przez przesuniecie o 1 w lewo, potem o 3

w dot, na koncu odbicie tego, co pod osig. Powtarzanie ostatnich dwéch krokéw daje coraz

wiecej zabkow:

e 1], [lz—1-1

e ===

— kazdy kolejny modut doktada jeden zabek o wysokosci 1.

s.17
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Trzy zadania z mojego zbioru

Zadania spoza arkuszy CKE, ale na narzedziach z tej lekcji: dziedzina przy parametrze, pod-

stawienie ¢ = |z| i pierwiastek z kwadratu.

MOJ zBIOR ZADAN W FILMIE 1:18:22 @ NJ'4)

Wyznacz liczbe rozwigzan réwnania

|z —m]| —3
Ll By
x—2

w zaleznosci od parametru m. Zapisz odpowiednie zatozenia.

Na co zwrdci¢ uwage. Najpierw dziedzina: x # 2. Ulamek jest zerem, gdy zeruje sie
licznik, wiec |z — m| = 3, czyli x = m + 3 lub 2 = m — 3. To zawsze dwie r6zne liczby —
i tu tatwo skonczy¢ z odpowiedzig ,,zawsze dwa rozwigzania”. Ale obie zalezg od m i kazda
moze trafi¢ w wykluczong dwéjke: m+3 =2 dlam = —1,am —3 =2 dlam = 5. Dla
m = —1 zostaje tylko v = —4, dla m = 5 tylko z = 8. Odpowiedz: dla m € {—1,5}

jedno rozwigzanie, dla pozostaltych m dwa.

MOJ zBIOR ZADAN W FILMIE 1:23:52 E&l{4
Udowodnij, ze nierdwnoscé

ot —4z| +3>0

jest spelniona przez kazda liczbe rzeczywista x.

Na co zwréci¢ uwage. Parzysta potega nie widzi znaku: x? = |z|*. Nieréwnos¢ to wigc

|z|* — 4]z| + 3 > 0, a po podstawieniu ¢ = |z|, przy czym t > 0:

f@t)=t"—4t+3>0.
Pochodna f/(t) =43 —4 =4(t — 1) (t* +t + 1) — tréjmian w nawiasie ma A = —3 < 0,
wiec jest stale dodatni i znak pochodnej zalezy tylko od ¢t — 1. Funkcja maleje na (0, 1)

i rosnie na (1, +00), wiec najmniejsza wartos¢ przyjmuje w ¢ = 1: f(1) = 1—4+3 = 0. Stad
f(t) > 0 dla kazdego t > 0. Bez pochodnej tez sie da: t* — 4t + 3 = (t — 1)* (12 + 2t + 3).
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WARTOSC BEZWZGLEDNA - ROWNANIA | NIEROWNOSCI Z MODULEM

MOJ ZBIOR ZADAN W FILMIE 1:30:43 Elid

Udowodnij, ze liczba

\/11—6\/§+ \/6+4\/§

jest catkowita.

Na co zwréci¢é uwage. Liczby pod pierwiastkami muszg by¢ kwadratami. Szukamy
(a—b\/§)2 = a2 + 202 — 2abV/2 rownego 11 — 6v/2: pasuja a = 3, b = 1. Podobnie
6+ 4v/2 = (2 + \/5)2 Pierwiastki z kwadratow to moduty:

‘3—\/§‘+‘2+\/§‘ =3-V2+42+V2=5,
bo oba wyrazenia w modutach sg dodatnie.

12 % Narysuj wykres funkcji f(x) = ‘|x| — 2‘ i wyznacz liczbe rozwiazan réownania f(z) = m

w zaleznosci od parametru m.

13 * Wyznacz wszystkie miejsca zerowe funkeji g(z) = “||x| — 1| — 1‘ —1

14 % Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b zachodzi nier6wnos¢ |a+b| < |a|+]b|.
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Odpowiedzi i krotkie rozwigzania

Numer to numer zadania w tym materiale. Do kazdego zadania wynik i szkic rozwigzania: sam

klucz, bez pelnych rachunkow.

Cwiczenia
1 a) Vh—2:b)V3—-1;¢)4—md) 1;e)
1; f) 3v/2 — 2V/3.

Wyrazenie ujemne zamieniamy na prze-
ciwne. a) V5 > V4 = 2. ¢) 7w < 4.d)
VT <V =3iV7> 2, wiec (3—\/7)+
(V7 —2) = 1. e) Pierwiastki z kwadratéw
to moduly: (\/§_ 1) + (2 — \/§) = 1. 1)
3v2 =18 > V12 = 2V/3.

2 or. 2) {1,7); b) (~7,3); ) (~00,3) U
(5, +00); d) (=00, =T) U (=5, +00); ) (1,5);
f) (1,4).

Srodek i promieri: a) 4 i 3; b) =21 5; c)
114, na zewnatrz; d) —6 i 1, na zewnatrz;
e) |3 — x| = |x — 3|, $rodek 3, promien 2; f)
|22 — 5| <3to -3 <2x—5<3.

3 a) (—1,7); b) (—oo0, —2) U (1,400); )
(1,5); d) (—o0,—3) U (2, +00).

Pierwiastek z kwadratu to modut.
a) [t — 3] < 4.b) |2z + 1] > 3.¢)
22 — 6z +9 = (x — 3)%, wiec |z — 3| < 2. d)
42° + 4o + 1= (22 + 1)°, wiec 22 + 1| > 5.

4 a)r +4dlax > —4, —x — 4 dla
v < —4;b)3—-2rdlaxr < 3 22— 3dla

%
x>%; c) 2x+2dlax<0,2dla0 <z <2,
20 —2dlaz > 2;d) 22 —4 dlax < -2 lub
r>24—22dla-2<2z<2.

O postaci decyduje znak wyrazenia

pod modutem. W ¢) dwa moduty, wiec

s.20

trzy przedziaty z punktami 0 i 2; w srodku
r+(2—-2)=2.Wd)2?—4>0dla|z| > 2.

5 a) =5, 9;b) =3, ¢) =3, -1, 1, 3; d)
—4,-2,2,4;¢) =9, =3, —1, 5, f) -5, —1.

c) 2?2 —5 = 44, czyli 22 = 9 lub 2* = 1.
d) |z| =3 = £1, czyli |z| = 4 lub |z| = 2.
e)lr+2—4 =423 cemylile +2| =7
lub |z +2] =1.f)z —1 = 2z 4+ 41ub
z—1=—(2z+4).

6 a) 5;b) 2,4;¢) =2;d) 1, 4.
Najpierw zatozenie: prawa strona nie-
ujemna. a) x > 2; kandydaci 5 i 1, zostaje
5.b)x > 1; 2 = 4 1lub x = 2, oba dobre.
c) z < 0; kandydaci 1 i —2, zostaje —2.
d)xz > 0;22 -3z —4 = 0dajedi-—1,
22 +3x —4 =0 daje 1 i —4; zostaja 11 4.

7 a) dlam < 0 brak rozwiazan,
dlam = 0 jedno, dla m > 0 dwa; b)
a€ (—V3,-1) U (1,v3); c) m € (1,5).

b) Rozwigzania z = —2 + (a® — 1);
dwa rézne dla a® — 1 > 0, oba ujemne, gdy
—2+4(a*—1) < 0. Stad 1 < a? < 3, czyli
1 <la| < V3.¢)x =4+ (m—1); potrzeba
m—1>0i4—(m—1)>0.

8 a) (—4,2); b) (0,400); ¢) (—o0,—1) U
(7,400).

a) Punkty —31i 1: dla z < —3 mamy
—2x — 2 < 6, w srodku 4 < 6 (zawsze),
dla x > 1 mamy 2z + 2 < 6. b) Punkty
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—21 1: po lewej —3 > 1 (nigdy), w srodku
2r + 1 > 1, po prawej 3 > 1 (zawsze).

¢) Punkty —4 1 1: po lewej —z + 6 > 1,

w srodku —3z — 2 > 1, po prawej x — 6 > 1.

9 oor. ) (=5,1) U {2}; b) (=3,1); ¢)
(—2,2) U {5}.

a) |[x — 2[(3—|x+2]) > 0: réwnosé
dlaz = 2, poza tym |z + 2| < 3.Db)
e —1(lz+1—-2)<0:x#1ilz+1] <2
¢) |z = 5| (Jx| —2) <0: z =5 albo |z| < 2.

10 a) (1,400); b) (—o0, —5) U (1, +00);
c) 1013.

a) (x —3)° < (z+1)° daje 8 < 8z. b)
3224+ 122 — 15 > 0, czyli (z +5) (x — 1) > 0.
c) 2-2027x < 2027%, wiec x < 1013,5.

n a) (—5,3); b) 2.

a) v — 1] + |z + 3] < 8imetoda
przedziatow: (=5, —3), (=3,1), (1,3). b)
|z — 5| = 2z — 1 przy zalozeniu z > 3;

kandydaci —4 i 2, zostaje 2.

s. 21

Dodatek
12 m < 0—brak;m = 0 - dwa;
0<m < 2-—cztery; m =2 —trzy; m > 2 —
dwa.

Wykres |z| — 2 ma dotek —2 w zerze;
po odbiciu czedci pod osig powstaje ,W”
z dotkami w £2 i garbem 2 w zerze. Prosta

y = m przez garb tnie wykres w 0 i £4.

13 oo =3, —1, 1, 3.

g(x) =0, gdy ‘||x| - 1] - 1‘ =1, czyli
||| = 1| = 21ub ||z| — 1| = 0. Pierwsze
daje |x| = 3 (bo |z| = —1 odpada), drugie
lz| = 1.

14

Obie strony sa nieujemne, wigc wy-
starczy poréwnaé kwadraty: (a + b)° =
a’+2ab+b? oraz (|a| + |b])? = a>+-2|a|b]+-b*.
Nieréwnosé sprowadza sie do ab < |abl, a to

prawda dla kazdej liczby.
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