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1
Niezbednik wielomianow

Ten rozdziat idzie ta sama droga, co lekcja. Zaczynamy od definicji: co jest wspotezynnikiem,
ktory z nich jest wiodacy, czym jest stopien i dlaczego brakujaca potega to wspotczynnik zero.
Potem wykresy — co o ksztalcie méwiag sam stopien i znak wspotczynnika wiodacego. Dalej
fakt, z ktérego korzysta najtrudniejsze maturalne zadanie z wielomianéw: suma wspdotczyn-
nikéw to W (1). Potem rada rachunkowa — jak mnozyé wielomiany potega po pote-
dze, Zeby niczego nie zgubi¢. Dalej dzielenie z reszta, opowiedziane przez analogie do liczb
catkowitych, i dwa sposoby jego wykonania: algorytm pisemny oraz schemat Hornera.
7, dzielenia przez dwumian wynika twierdzenie Bézouta i twierdzenie o reszcie, a tuz za nimi
stoi najtrudniejsze zadanie w historii tej matury oraz reszta z dzielenia przez wielo-
mian stopnia drugiego. Dalej rozklad na czynniki: zgadywanie pierwiastka, rozktad bez
dzielenia i wielomian z* + 1 rozlozony na dwa sposoby. Na koniec to, po co cate to narzedzie
powstalo: nieréwnosci wielomianowe wraz z krotnoécia pierwiastkow, twierdzenie o pier-
wiastkach wymiernych, ktére stoi za zgadywaniem, dowodzenie nieré6wnosci pochodng

oraz nieréwnosci wymierne — dwie ostatnie sekcje z zadaniami CKE.

Definicja, wspétczynniki i stopien

Wielomian to funkcja zbudowana z dwoch dziatan: dodawania i mnozenia. Ogolny wzér wyglada

groznie, ale zawsze oznacza to samo — sume poteg x pomnozonych przez liczby:

W (z) = apa™ + ap_12™ ' 4+ - + a1 + ay.

Liczby an, an_1, ..., a1, a9 to wspotczynniki wielomianu. Dwa z nich maja wtasne nazwy: a,,
przy najwyzszej potedze, to wspotczynnik wiodacy, a ay to wyraz wolny. W funkcji kwa-
dratowej ax? 4 bx + ¢ wyrazem wolnym jest ¢, a wspotezynnikiem wiodgcym a — ten sam, ktéry
decydowal, czy ramiona paraboli ida w gore, czy w dot; przy wielomianach wyzszych stopni
gra podobng role. Funkcja liniowa ax + b z a # 0 jest wielomianem stopnia pierwszego, funk-
cja kwadratowa — stopnia drugiego. Wspotezynniki numerujemy od zera, wiec jest ich zawsze

o jeden wiecej, niz wynosi stopien.

Wspbétezynnik przy potedze, ktorej we wzorze nie ma, jest réwny zero — i trzeba go

policzy¢. Wielomian W (z) = 22° — 32* 4 52° + 2 — 7 ma szeé¢ wspotczynnikéw: 2, —3,
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0, 5, 1, —7, bo przy z° nic nie stoi. Druga putapka to jedynka: w wielomianie W (z) =
23+ 527 — Tz + 1 pierwszym wspotczynnikiem jest 1 (przy z%), wiec suma wspotezynnikéw

wynosi 1 +5—7+1=0,aniedb—-7+1=—1.

Stopien wielomianu to najwyzsza potega x, ktora wystepuje we wzorze z niezerowym wspot-
czynnikiem; oznaczamy go degW (w szkole spotyka sie tez zapis st W). Nie ma obowiazku
pisa¢ wyrazéw od najwyzszej potegi: 527 — x't + 29 4+ 1028 jest wielomianem stopnia 18, bo
dodawanie jest przemienne i kolejnos¢ sktadnikow niczego nie zmienia. Wielomian staty, na
przyktad W (xz) = 3, ma stopiei 0. Wielomian zerowy, W (z) = 0, jest przypadkiem osobnym:
umawiamy sie, ze jego stopien wynosi —oo. To nie kaprys — dzieki tej konwencji bez wyjatkow

dziatajag dwie reguty, z ktorych korzysta sie przy dzieleniu.

l deg (W - Q) = degW + deg Q, deg (W + Q) < max (deg W, deg Q)

Pierwsza reguta bierze si¢ stad, ze najwyzsza potege iloczynu daje wytacznie iloczyn najwyz-
szych poteg: (z"+...)(z° +...) = 2'% + ..., a zadne mnozenie nizszych poteg do z'? nie
dosiegnie. Gdyby wielomian zerowy mial stopien 0, reguta by ktamata: 0 - 2° to wielomian ze-
rowy, a nie wielomian stopnia 0 + 5. Z —oo + 5 = —oo wszystko sie zgadza. Druga reguta jest
nieréwnoscia, bo przy dodawaniu najwyzsze potegi moga sie skasowaé: 27 + (—z7 + 22) = 22 -

suma dwbch wielomiandw stopnia siddmego ma stopien drugi.

Jak wyglgdajg wykresy wielomianéw

Prosta i parabola to wielomiany stopnia pierwszego i drugiego. Od stopnia trzeciego ten sam

stopien dopuszcza juz bardzo rézne ksztatty.

o
N

y =23 y=2%—2x y = 2*
A A A
y =2t — 222 y = 2° — 53 + 4w y = 322°% — 4821 + 1822 — 1
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Goérny rzad: 23 roénie bez zakretéw i ma jedno miejsce zerowe, ale 2% — z jest tego samego
stopnia, a ma trzy miejsca zerowe oraz gorke i dotek; z* przypomina parabole, tylko bardziej
plaska przy zerze. Dolny rzad: 24 —22? ma dwa dotki i garb, a dwa ostatnie wielomiany wyciskaja
ze swojego stopnia wszystko — stopien piaty daje pie¢ miejsc zerowych i cztery zakrety, szosty

szes¢ miejsc zerowych i pieé¢ zakretow.

N

TRZY REGULY

Dla wielomianu stopnia n o wspétczynniku wiodacym a,:

1. miejsc zerowych jest co najwyzej n;

2. zakretéw (ekstreméw lokalnych) jest co najwyzej n — 1, bo w zakrecie zeruje sie
pochodna, a ta jest stopnia n — 1;

3. o krancach decyduja wytacznie n i znak a,: przy n parzystym oba ramiona idg w te
sama strone (w gore, gdy a, > 0), przy n nieparzystym — w przeciwne (z lewej
do —o0, z prawej do +o0, gdy a, > 0).

J

7 duzej odlegltosci kazdy wielomian wyglada jak sam jednomian a,x™ — cata ciekawa czes¢
wykresu miesci si¢ na ograniczonym kawaltku osi. Z reguty trzeciej ptynie wniosek, do ktorego
wrocimy w dodatku: wykres wielomianu nieparzystego stopnia biegnie od —oo do 400, wiec

musi przecigé o§ Oz. Przy stopniu parzystym gwarancji nie ma — z* + 1 nie zeruje sie nigdy.

Suma wspétczynnikéw to W(1)

Podstawmy do ogdlnego wzoru = = 1. Kazda potega jedynki jest jedynka, wiec z kazdego

sktadnika zostaje sam wspotezynnik:

W) =a, 1" 4+an1- 1" 4+ +a-14+ay=a,+a,1+-+a + ap.

l an+an—1+"'+a1+aO:W(1)

Suma wszystkich wspotezynnikéw wielomianu jest réwna W (1). Ta obserwacja zamienia nie-
wykonalne rachunki w jedng linijke. Wielomian W (z) = (1 — 22)**" ma po rozwinieciu 2028
sktadnikow — podnoszac dwumian do drugiej potegi, dostajemy trzy wyrazy, do trzeciej cztery,
wiec do potegi 2027 wyjdzie ich 2028. Nikt tego nie wypisze. A suma wspotczynnikow to po

prostu

W) = (1— 2)2027 _ (_1)2027 S
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WIELOMIANY - OD DEFINICJI DO ZADAN MATURALNYCH

bo —1 w nieparzystej potedze daje —1. Ten sam fakt otwiera najtrudniejsze zadanie z wielo-
mianéw w historii matury rozszerzonej (maj 2015), ktore stoi w dalszej czesci rozdziatu: zdanie

,suma wszystkich czterech wspétezynnikow jest réwna 0”7 znaczy tam po prostu W (1) = 0.

Podstawienie x = —1 zmienia znak przy nieparzystych potegach i zostawia parzyste:
W(—=1) = ap — ay +ay —az + ... Dodajac W (1) i W(—1), kasujemy nieparzyste wspol-
czynniki i podwajamy parzyste, wiec

W)+ W(-1)
5 .

ao+a2~|—a4+---=

Dla W(z) = (1 — 22)**" mamy W(—1) = 32°%", zatem suma wsp6tczynnikéw przy parzy-
-1 + 32027

stych potegach (wyraz wolny tez sie liczy, bo 0 jest parzyste) wynosi 5

Mnozenie wielomianéw potega po potedze
Mnozenie ,,wszystko przez wszystko” daje przy dwéch tréjmianach dziewie¢ iloczynéw w jednej
dhugiej linii i dziewig¢ okazji do pomytki. Lepiej odwrocié¢ kolejnosé: iS¢ po potegach x od

najwyzszej i przy kazdej pytaé, z ktorych mnozen moge jo dostaé. Wynik wychodzi od razu

uporzadkowany, a kazdy wspotezynnik ma obok siebie wtasny rachunek.

4 )

MNOZENIE PRZYKtAD Z LEKCJI - 45:25

Wymnézmy (x® — 222 4+ 1) (2 + 7z + 1), zbierajac wyrazy potega po potedze.

1 Najwyzsza potega. Pigta potege daje tylko 2% - 22 — Zadne inne mnozenie tak wysoko
nie siega. Zaczynamy wiec od 2°, z wspotezynnikiem 1.

i Czwarta potega. Przegladamy pierwszy nawias sktadnik po sktadniku: 23 trzeba
pomnozyé przez Tz, a —2x? przez x?; wyraz wolny 1 nie da 2* z niczym. Stad
(7—2) 2t = 5at.

m  Trzecia potega: 23-1 oraz —2x2-7x, czyli (1 — 14) 23 = —1323. Druga potega: —2z2-1
oraz 122 czyli (—2 + 1) 2? = —a%. Pierwsza potega: tylko 1-7z = 7x. Wyraz wolny:
1-1=1.

v  Wynik czytamy z kolejnych krokdéw:

(x3—2x2+1) (m2+7$+1):x5+5x4—13x3—x2+7x+1.
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v Kontrola. Po pierwsze liczymy mnozenia, ktore weszty do nawiaséow: 1 + 2 + 2 +
24+ 1+ 1 =9, a trzy sktadniki razy trzy sktadniki to doktadnie dziewie¢ — ni-
czego nie zgubiliSmy. Po drugie podstawiamy x = 1 po obu stronach: lewa daje
(1-2+1)(14+7+4+1) =0, prawa 1 +5—13 -1+ 7+ 1 = 0. Zgadza si¢. Jedno

podstawienie nie daje pewnosci, ale powazny btad prawie na pewno by tu wyszed?.
& J

Gdy co$ sie nie zgadza, taki zapis tatwo naprawi¢: kazdy wspotczynnik pochodzi z dwdch, trzech

mnozen, ktére sprawdza si¢ z osobna.

Dzielenie z resztq i podzielno§¢

Dzielenie wielomianéw zachowuje sie tak samo jak dzielenie liczb catkowitych, a tam jest to
szkota podstawowa: 17 = 3 - 5 + 2, przy czym reszta 2 musi by¢ mniejsza od piatki — inaczej
zmiescitaby sie jeszcze jedna. To nie przypadek: liczby catkowite i wielomiany nalezg do tej
samej rodziny struktur — pierscieni euklidesowych — czyli takich, w ktorych dzielenie z reszta

w ogoble dziata. Role stowa ,mniejsza” gra tu stopien.

N
TWIERDZENIE O DZIELENIU Z RESZTA
Dla wielomianéw W oraz () # 0 istnieje doktadnie jedna para wielomianéw P (iloraz) i R
(reszta) taka, ze
W(z) = P(z) - Q(x) + R(x), deg R < deg Q.
J

Reszta nie musi mie¢ stopnia dokladnie o jeden mniejszego: przy dzieleniu przez z* + 1 moze
wyjsé 3z — 8, ale rownie dobrze 5 albo 0. Reszta zero znaczy, ze W (x) dzieli sie przez Q(x).
Istotne jest, ze iloraz ma by¢ wielomianem — tak jak 15 nie dzieli sie przez 2, bo 7,5 nie jest
liczba catkowita.

Czytanie gotowej tozsamosci. Warunek na stopien reszty méwi tez, jak czytaé zapis, ktory

juz mamy:

W(z)=(2*+3)Bz+7)+ (z—2).
To dzielenie przez x? + 3: dzielnik zmiescit sie 3x + 7 razy, a zostalo z — 2 — zgadza sie, bo 1 < 2.
Odwrotnie przeczytac sie nie da: gdyby dzielnikiem byto 3z + 7, reszta musiataby by¢ liczba.

Czynniki nierozkladalne. Liczbe calkowitg rozktadamy na iloczyn liczb pierwszych: 5-7-112

i dalej juz nic. Wielomian rozktadamy na czynniki dwoch rodzajéw: stopnia pierwszego, jak
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r — 1, i tréjmiany stopnia drugiego z ujemnym wyréznikiem, jak 22 4 1. Wielomian

W(z)=(2>+1) (z—1) (z + 3)?

jest roztozony do konca; od razu widaé¢, przez co sie dzieli, jakie ma miejsca zerowe i jak

rozwigza¢ nierownosé¢ z nim. Postaé iloczynowa jest postacia wymarzong.

Dlaczego rozktad jest tak cenny. Wymnozy¢ czynniki potrafi kazdy, wroci¢ do nich —
niekoniecznie. Ta sama asymetria rzadzi liczbami: pomnozenie dwoch wielkich liczb pierw-
szych jest natychmiastowe, a odzyskanie ich z iloczynu to zadanie, do ktérego nie znamy
szybkiego sposobu — i na tym opiera sie szyfrowanie danych, cho¢by w bankowosci. To oko-
lice stynnego pytania P kontra NP: czy kazdy problem, w ktéorym gotowe rozwigzanie

da sie szybko sprawdzi¢, da sie tez szybko rozwigzac.

Skoro tak, to gdy w rachunkach pojawia sie iloczyn, warto sie dwa razy zastanowic, zanim sie

g0 WYmnozy.

W wyrazeniu (2° + 1) (2* — 1) + 72% (z + 1) oba skladniki maja wspélny czynnik z + 1,
box? —1=(z—1)(z+1):

(x+1) [(1'2—1—1) (x — 1)+ 72?|.

W nawiasie zostal wielomian stopnia trzeciego zamiast czwartego — i dopiero tam optaca
sie mnozy¢. To samo z liczbami: wyréznik 36° —4-1-81 to 4-9%- (4 — 1), wiec VA =18V3
bez kalkulatora. Mnozenie jest ostatecznoscia: gdy za chwile cos bedzie pierwiastkowane

albo skracane, duza liczba tylko przeszkadza.

Warunek na stopnie. Dzielna musi mie¢ stopien co najmniej taki jak dzielnik: x + 1 przez

22 + 3 nie podzielimy. Najprostszy przyktad znamy z funkcji homograficznej — = + 1 przez x — 7.

Wyprodukujmy dzielnik w liczniku i rozbijmy utamek tak, jak rozbija sie % = g + %:

:lr,'—l—l_(yc—7)—HS_1+ 8
x—7  x—-T7 x—T

Po pomnozeniu obu stron przez x — 7 zostaje z +1 =1 (x — 7) 4 8: dzielnik zmiescit sie raz,

reszta wynosi 8.

s.9 ¢ lysyuczymatmy.pl


https://lysyuczymatmy.pl

WIELOMIANY - OD DEFINICJI DO ZADAN MATURALNYCH

DZIELENIE BEZ ALGORYTMU PRZYKtAD Z LEKCJI - 1:22:51

Podzielmy x2 + 522 — 7x + 1 przez 2 + 1, wylaczajac dzielnik przed nawias tyle razy,
ile sie da.

1 Czego szukamy: zapisu (22 + 1) - P(x) + R(z), gdzie reszta ma stopien mniejszy niz
2. Czyli: wylaczyé 22 + 1 przed nawias, ile si¢ da.
i Zaczynamy od x®. Wylaczenie x z nawiasem 22 + 1 daje 2° + 2 — o x za duzo, wiec
poprawiamy reszte wyrazenia:
3 2 _ 2 2
x’+5r" —Tr+1=x(x*+1) +5z° —8x + 1.
m Teraz 5z2. Wylaczenie 5 daje 5z% + 5, wiec nadmiarowa piatke odejmujemy:
=z (2®+1)+5(2*+1) — 8z — 4.

W —8x — 4 nie ma juz 22 - to jest reszta.

v Po wylaczeniu wspodlnego nawiasu:

?+50° —Te+1= (2 +1) (x+5)+ (—8z —4).
g J

Ten rachunek to doktadnie to, co robi algorytm dzielenia pisemnego — tylko zapisane bez sche-

matu.

Algorytm dzielenia pisemnego

Algorytm to jeden krok powtarzany do skutku. W kazdym kroku dzielimy najwyzsza potege
tego, co zostalo, przez najwyzszg potege dzielnika, wynik dopisujemy do ilorazu, mno-
zymy go przez caty dzielnik i odejmujemy od tego, co zostato. Konczymy, gdy to, co zostalto,

ma stopien mniejszy niz dzielnik — to jest reszta.
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DZIELENIE PISEMNE PRZYKLAD Z LEKCJI - 1:26:56

Podzielmy x* — x3 + 222 + 22 — 7 przez 2 + 1. Najwyzsza potega dzielnika to 2% —

przez nig bedziemy dzieli¢ w kazdym kroku.

1zt 2? = 2% - pierwszy wyraz ilorazu. Mnozymy go przez dzielnik, 22 (22 + 1) =

r* + 22, i odejmujemy:

(x4—x3+2a72+237—7) — <x4-|—a:2) = 342?420 -7
Kontrola: z* sie skasowalo. Jezeli w ktéryms kroku najwyzsza potega nie znika, gdzies
jest btad rachunkowy. O tym, co odjeliSmy, mozna juz zapomnie¢ — to przesztosc.

i Ten sam krok dla —z% + 22 + 2z — 7: —2® : 22 = —x, dalej —zx (2* +1) = —2® — =z

i odejmowanie:
(—2®+2*+20-7) — (-2 —2) =2+ 32— T
Trzecie potegi sie skasowaly.
m Dlaz?+3z—7:2%: 22 = 1, dalej 1- (22 + 1) = 22 + 1 i odejmowanie:
(2 +3z—7) — (¢ +1) =3z —8.

Zostalo 3z — 8 — stopnia pierwszego, a dzielnik jest stopnia drugiego. 3z przez z2 nie
podzielimy, wiec algorytm sie konczy.

v Odczytujemy: iloraz x*> — x + 1 (wyrazy z krokéw I-11I), reszta 3z — 8. Czyli

et = 4208 42— 7= (2" —z+1) (2 + 1)+ (32— 8).

Dzielnik 22 + 1 zmiedcil sie 22 — o + 1 razy i zostalo 3z — 8 — jak 17 =3 -5 + 2.
- _J

Do zapamietania jest tylko jeden krok; kazdy nastepny wyglada tak samo, a co po odjeciu prze-
staje by¢ potrzebne, warto przekresli¢. Ten algorytm dziata dla dowolnego dzielnika i dlatego
wystarcza zawsze; schemat Hornera, do ktorego przechodzimy, jest szybszy, ale dzieli tylko

przez dwumiany.

Schemat Hornera

Schemat Hornera dzieli wielomian przez dwumian postaci x — c¢: przez x + 2, x — 7, = + 10.
Przez x* 4+ 1 nim nie podzielimy (a przez 2z — 1 tylko po modyfikacji, w ktérg nie wchodzimy).

W tabelce w gornym wierszu stoja wszystkie wspotczynniki dzielnej, w lewej komorce dolnego
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wiersza liczba ¢, a dalej kolejne wyniki. Pierwszy wspoétczynnik spisujemy bez zmian; kazdy
nastepny wynik to poprzedni wynik razy c plus wspétczynnik nad nim. Ostatnia liczba

w dolnym wierszu to reszta, pozostate — wspotezynniki ilorazu, wielomianu o stopien nizszego.

Dwie pulapki, obie na wejsciu. Pierwsza: dzielimy przez x + 2, czyli przez x — (—2), wiec
do tabelki wpisujemy ¢ = —2, nie 2. Druga: wspotczynnikéw ma by¢ o jeden wiecej niz

stopien; jezeli w dzielnej brakuje jakiejs potegi, w gérnym wierszu musi stanac zero.

Przyklad z lekcji (1:34:05): podzielmy 2z* + x® — 22 +x — 1 przez = + 2. Pie¢ wspdlezynnikow,
c=—2:

2 1 -1 1 -1

-212 -3 5 -9 17

Rachunek krok po kroku, zawsze tym samym —2: dwojke spisujemy; —2-2 = —4, —4+1 = —3;
—2-(=3)=6,6+(—-1)=5;,-2-5=-10, =10+ 1= —-9; =2 (=9) = 18, 18 + (—1) = 17.
Dzieliliémy wielomian stopnia czwartego przez wielomian stopnia pierwszego, wiec iloraz jest
stopnia trzeciego: 22® — 322 + 5z — 9; reszta wynosi 17 — liczba, jak by¢ powinno przy dzieleniu

przez dwumian. Czyli

20" +2° — 2’ + 1 — 1 = (22° — 32 + 52 — 9) (z +2) + 17.

7 tego zapisu widaé¢ co$ waznego. Podstawmy x = —2, czyli miejsce zerowe dzielnika: nawias
x + 2 daje zero, caly iloczyn daje zero, i zostaje sama reszta. Zatem W (—2) = 17 — wartosé
wielomianu w miejscu zerowym dzielnika to reszta z dzielenia. To jest juz twierdzenie

o reszcie, ktorym zajmujemy si¢ w nastepnej sekcji.

Schemat Hornera tatwo zapomnie¢, a algorytm dzielenia pisemnego, raz przeé¢wiczony,
zostaje na zawsze i dziata przy kazdym dzielniku. W razie watpliwosci wystarczy ten drugi.
Sam William George Horner (1786-1837) byt postacia barwniejsza niz jego tabelka: w 1834
roku opisal urzadzenie znane dzis jako zoetrop — beben ze szczelinami, przez ktore oglada
si¢ animacje — a w innej publikacji podat przyblizony wzér na wysokos$¢ gory z odczytow

barometru i temperatury na dole i na szczycie.
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Twierdzenie Bézouta i twierdzenie o reszcie

Wystarczy to, co juz wiemy o dzieleniu. Podzielmy wielomian W (x) przez dwumian x — a: reszta

ma stopien mniejszy niz 1, jest wiec liczbg.

Podstawmy x = a. Nawias a — a jest zerem, iloczyn tez — obojetne, ile wynosi Q(a) — i zostaje
Wi(a) =r.

TWIERDZENIE O RESZCIE

Reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez dwumian x — a jest réwna W (a).

Gdy ta reszta jest zerem, zostaje W(z) = (z — a) Q(z), czyli W dzieli sie przez x — a. Dziala

to tez w druga strone.

TWIERDZENIE BEZOUTA

Wielomian W (z) jest podzielny przez x — a wtedy i tylko wtedy, gdy W (a) = 0, czyli gdy

a jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Oba zdania méwig o tym samym i czyta sie je w obie strony. ,,WW(3) = 1” znaczy: przy dzieleniu
przez x — 3 reszta wynosi 1, czyli W(z) = (r —3)Q(z) + 1. ,W(—=1) = 5” znaczy W(x) =
(x+1)Q(x) + 5 — dwumianem jest x — (—1). A W (3) = 07 znaczy, ze x — 3 dzieli W (x);
zapisujemy to jak podzielnoéé liczb: (x — 3) | W(x). Nic w tym obcego — funkcja kwadratowa
o miejscach zerowych 2 i 5 rozpisuje sie jako (x — 2) (x — 5), wiec dzieli sie przez x — 2 i przez
T — 9.

Pytanie o podzielnos¢ sprowadza sie dzieki temu do jednego podstawienia — i to jest
cata sztuczka. Nawet gdy wielomian straszy potegami, jak 229 — 32%2°%° + 22 4 6, pytanie
o dzielenie przez x — 1 i x4 1 to tylko W(1) i W(—1), a jedynke i minus jedynke poteguje
si¢ bez wysitku: W(1) =1—-3+2+6=6oraz W(-1)=—-1-3—-246=0.

Najtrudniejsze zadanie z wielomianéw

Poziom wykonania 19% — najnizszy wérdéd zadan z wielomianéw od 2015 roku — a zadanie

sktada sie w catosci z tego, co stoi wyzej w tym rozdziale.
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Suma wszystkich czterech wspoétczynnikéw wielomianu

W(z) =2° 4+ ax® + bx + ¢

jest rowna 0. Trzy pierwiastki tego wielomianu tworzg ciag arytmetyczny o réznicy réwnej
3.

Oblicz wspélczynniki a, b i c. Rozwaz wszystkie mozliwe przypadki.

Na co zwréci¢ uwage. Tres¢ podpowiada dwa razy. ,,Wszystkich czterech” wspotczyn-
nikéw — bo wspétezynnikami sg 1, a, b, ¢, a nie tylko a, b, ¢; jedynka przy 2 liczy sie do
sumy. | rozwaz wszystkie przypadki” — bo beda trzy.

Suma wspotezynnikéw réwna 0 to W (1) = 0: jedynka jest pierwiastkiem, wiec z twierdze-
nia Bézouta x — 1 dzieli W (z). Trzy pierwiastki tworza ciag arytmetyczny o réznicy 3,

a jeden z nich to 1. Jedynka moze by¢ w tym ciggu pierwsza, srodkowa albo ostatnia:

(1,4,7), (=2,1,4), (=5 -21).

W kazdym przypadku znamy trzy pierwiastki wielomianu stopnia trzeciego o wspotezyn-
niku wiodacym 1, wiec — tak jak w postaci iloczynowej funkcji kwadratowej — wielomian

jest iloczynem trzech czynnikow:

Wa(z) = (z +2) (z = 1) (x — 4),
Ws(z) = (z +5) (z +2) (x = 1).

Pytaja o a, b, ¢, a nie o wzér wielomianu, wiec trzeba wymnozy¢ — potega po potedze.

W pierwszym przypadku (z —4) (z — 7) = 2% — 11z + 28, a dalej
Wi(z) = (2* — 11z + 28) (z — 1) = 2° — 122” + 39z — 28,
czyli a = —12, b = 39, ¢ = —28. Tak samo Wy(z) = 23 — 32% — 62 + 8 oraz Wi(z) =

2% + 622 + 32 — 10 — razem trzy odpowiedzi.

Reszta z dzielenia przez wielomian stopnia drugiego

Typowe zadanie: o wielomianie W (x) wiemy tylko tyle, ile wynosza dwie jego wartosci, a pytanie

brzmi, jaka jest reszta z dzielenia przez wielomian stopnia drugiego. Wzoru W nie poznamy
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nigdy, ale reszta wyjdzie zawsze ta sama, bo jest stopnia mniejszego niz 2: R(x) = ax +b. Dwie

niewiadome, wiec potrzebne sa dwa rownania — dostajemy je, podstawiajgc miejsca zerowe

dzielnika, bo wtedy iloczyn z Q(x) znika.

( R
O wielomianie W (z) wiadomo, ze W (2) = 3, a reszta z dzielenia W (x) przez = + 2
wynosi —1. Jaka jest reszta z dzielenia W (x) przez & — 47

i Thumaczymy tres¢ na wartosci. ,Reszta z dzielenia przez x + 2 wynosi —17 to
W(—2) = —1; réwnie dobrze pierwsza informacje mozna byto podaé jako ,reszta
z dzielenia przez x — 2 wynosi 3”.

n Zapisujemy dzielenie z nieznanym ilorazem i reszta stopnia mniejszego niz 2:

W(z) = (x2 — 4) Q)+ ax +b.
m Podstawiamy miejsca zerowe dzielnika. Dla x = 2 nawias z? —4 znika i W (2) = 2a+¥b;
dla © = —2 tak samo W(—2) = —2a + b. Z tresci:
2a + b =3,
—2a+b=—1.
Dodanie stronami daje 2b = 2, czyli b =1, a wtedy a = 1.

v Reszta wynosi R(x) = z + 1. Dane sa dobrane tak, zeby dato sie to zrobié: 2 i —2 to
miejsca zerowe dzielnika. O reszcie z dzielenia przez 22 — 16 te same dane nic by nie
powiedziaty.

g J
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RESZTA PRZYKEAD Z LEKCJI - 2:14:32

Jaka jest reszta z dzielenia wielomianu W (z) = 10021%° + 992%° 4 982% + ... + 222 + x

przez % — 17

i Dzielenia pisemnego nikt tu nie wykona. Ale W (z) = (2* — 1) Q(x)+ax+b, a miejsca
zerowe dzielnika to 11 —1, wiec W (1) = a + b oraz W(—1) = —a + b.

n W (1) to suma wspétezynnikéw: 100 +99 + - - - + 2+ 1. Suma ciggu arytmetycznego:
pierwszy plus ostatni, na pél, razy liczba wyrazéw:

1+1
_ 2100 460 — 50+ 101 = 5050,

w(1)

m Przy x = —1 parzyste potegi zostaja z plusem, nieparzyste dostaja minus: W(—1) =
100 — 99 + 98 — 97 + - - - + 2 — 1. Zamiast osobno sumowaé parzyste i nieparzyste,
taczymy sasiadéw w pary: (100 — 99) + (98 — 97) + - - - + (2 — 1). Sto sktadnikéw to
50 par, kazda réwna 1, wiec W(—1) = 50.

v Uktad réwnan a+b = 5050, —a+b = 50 daje 2b = 5100, czyli b = 2550, oraz a = 2500.
Reszta: R(xz) = 25002 4+ 2550. Nic tu nie wykracza poza program — zadanie taczy
tylko dwa dzialy, wielomiany i ciagi, a takie wtasnie zadania sprawiaja najwiecej

ktopotow.

Rozktad na czynniki i rownania wielomianowe

Réwnanie 22 4 422 — 5 = 0 nie ma wzoru na rozwigzania, ktérym daloby sie postuzyé w szkole.
Szkolna metoda to zgadniecie pierwiastka: jezeli wielomian o wspétezynnikach catkowitych
ma pierwiastek catkowity, to jest on dzielnikiem wyrazu wolnego. Kandydatéw jest wiec
niewielu — tu £1 1 +5 — i sprawdzamy ich od najprostszych. Zgadniety pierwiastek daje z twier-
dzenia Bézouta czynnik, a po jego wylaczeniu zostaje wielomian o stopien nizszy; przy stopniu
trzecim jest to trojmian kwadratowy, z ktérym radzi sobie wyrdznik.

Metoda nie jest nowa — przy funkcji kwadratowej robilidmy to samo. W 22 + 8z — 9 jedynka jest
pierwiastkiem, bo 1 + 8 — 9 = 0, a drugiego nie trzeba liczy¢ z wyrdznika: ze wzorow Viete’a

iloczyn pierwiastkow wynosi £ = —9, wigc drugim jest —9. Stad
4+ 8r—9=(z—1)(x+9),

a z postaci iloczynowej wszystko wida¢ od reki: miejsca zerowe 1 i —9, pierwsza wspolrzedna

wierzchotka jako ich srednia, p = w = —4, i druga jako wartos¢ w tym punkcie, ¢ =
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f(—=4) = =25. Gdy A < 0, postaci iloczynowej nie ma — tréjmian jest wtedy cegietka, ktorej

w liczbach rzeczywistych roztozy¢ sie nie da.

4 )

ROWNANIE PRZYKEAD Z LEKCJI - 2:22:46

Rozwigzmy réwnanie 3 + 422 — 5 = 0 i roztézmy lews strone na czynniki.

| Zgadujemy. Dzielniki wyrazu wolnego to +1, £5; dla x = 1 mamy 1+ 4 —5 = 0.
Niech W (z) = 23 + 42% — 5; skoro W (1) = 0, to x — 1 dzieli W (x).

i Wylaczamy o — 1 bez dzielenia, przeksztatcajac wzor tak, zeby czynnik sam sie poka-
zat. Obok 23 potrzebujemy —x?, zeby wyszlo x? (x — 1); mamy +42?%, wiec rozbijamy
je na —2?% + ba?:

w4+ 4a? -5 =2 —2*+52° -5
=2*(z—1)+5(2" - 1)
=2z —1)+5(x—1)(x+1)
=(zx—1) (m2—|—5x+5).
Musiato sie udaé: oba sktadniki po rozbiciu zerujg sie w jedynce, wiec z kazdego
wychodzi z — 1. Ten sam wynik datby schemat Hornera albo dzielenie pisemne.
m Tréjmian 22 + 5z +5: A = 25 — 20 = 5, wiec z = # Réwnanie ma trzy

—5-v5 —5+5
2 ? 2 :

rozwigzania: 1,

v Postaé iloczynowa, z minusami wciggnietymi do nawiaséw:
5—1+/5 5 5
x3+4x2—5:(x—1)<x—|— 2\/_) <x+ +2\/_>.

Niepozorny wielomian, a rozktada sie dos¢ skomplikowanie — to normalne.
\§ J

Czasem nie ma czego zgadywac¢, bo wielomian nie ma miejsc zerowych, a roztozy¢ go trzeba.
Wtedy dziata albo teoria, albo wzory skréoconego mnozenia — oba sposoby na jednym przykta-

dzie.
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ROZKtAD PRZYKLAD Z LEKCJI - 2:29:56

Roztézmy x* + 1 na czynniki.

Co przewidujemy. 2* +1 > 1 > 0, wiec miejsc zerowych nie ma i czynniki
stopnia pierwszego odpadaja. Wielomian stopnia czwartego musi si¢ wiec rozto-
zyé na dwa tréjmiany kwadratowe z ujemnymi wyréznikami. Sprobujmy z* + 1 =
(2% + ax + 1) (2% + bx + 1) — jedynki na koncach to zalozenie na wyczucie (mogtoby
by¢ 2 i 1), ale bez niego rachunki by nas zakopaly.

Prawg strone mnozymy potega po potedze:

o+ (a+b)a®*+ (2+ab)2* + (a+b)x + 1.

Ma to byé¢ réwne 2* + 1, wiec wspétezynniki przy 22, 22 i x s zerami: a +b = 0 oraz
ab+2 = 0. Z pierwszego b = —a, z drugiego —a>+2 =0, czyli a = +v2 i b= T/2.

Obie mozliwosci daja ten sam iloczyn:
ot 1= <x2—|—\/§x—|—1> <$2—\/§x+1>.

Wyrdzniki obu tréojmianéw wynosza 2 — 4 < 0 — zgodnie z przewidywaniem.

Spos6b drugi, na pomyst. z* 4+ 1 przypomina kwadrat sumy bez érodkowego wyrazu:
(224+1)° = 2* + 222 + 1, wiec 2* + 1 = (22 +1)° — 222. Gdyby odjemnik byl
kwadratem, mielibyémy réznice kwadratéw — i jest: 222 = (\/§ a:)Q. Stad

1= (1:2—|—1)2— (\/590)2
:<x2—|—1—\/§x) (m2+1+\/§x>,

to samo, co wyzej. Wzory skréconego mnozenia beda przy wielomianach wyskakiwaé

nieustannie.

TWIERDZENIE O ROZKtADZIE NA CZYNNIKI

Kazdy wielomian rozktada sie na iloczyn czynnikow stopnia pierwszego i czynnikéw stop-

nia drugiego z ujemnym wyrédznikiem. Funkcja kwadratowa jest tego najprostszym przy-

ktadem: przy A > 0 to dwie cegietki stopnia pierwszego, przy A < 0 — jedna cegietka

stopnia drugiego.

)

Tego twierdzenia nie ma juz w programie, ale to ono stoi za przewidywaniem z ostatniego
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przyktadu; niepozorny wielomian bywa przy tym potworem (przykitad w dodatku).

Nierownosci wielomianowe

Nieréwnos¢ wielomianowa rozwiazuje si¢ tak samo jak kwadratowa: znajdujemy miejsca zerowe,
szkicujemy wykres i odczytujemy z niego odpowiedz. Warunek wstepny jest jeden — wielomian

musi sta¢ w postaci iloczynowej; dopiero z niej wida¢ miejsca zerowe 7 ich krotnosci.

SZKIC ZNAKU WIELOMIANU

1. Zaznacz na osi wszystkie miejsca zerowe.

2. Zacznij rysowa¢ z prawej strony: od gory, gdy dla duzych z wielomian jest dodatni,

od dotu — gdy ujemny (decyduje znak wspoétezynnika wiodacego).

3. W kazdym miejscu zerowym nieparzystej krotnosci wykres przechodzi przez oS,

a w miejscu parzystej krotnosci odbija sie od niej.

jednokrotne: przeplatanka parzystokrotny: odbicie

Reguta z punktu trzeciego nie jest zakleciem: czynnik (z + 3)4 jest kwadratem, wigc nigdy nie
jest ujemny — w —3 si¢ zeruje, ale znaku catego iloczynu zmieni¢ nie moze. Czynnik nieparzy-
stego stopnia znak zmienia. Podobnie tréjmian z ujemnym wyrdéznikiem jest stale dodatni,

wiec mozna przez niego podzieli¢ obie strony i zapomnieé¢ o nim — miejsc zerowych nie wnosi.
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KROTNOSCI PRZYKLAD Z LEKCJI - 2:42:29

Rozwigzmy (z — 1)° ( +3)* (z +2)* (22 + 2z + 1) < 0.

1 Miejsca zerowe i krotnosci: 1 jest pieciokrotne, —3 czterokrotne, —2 trzynastokrotne.
Tréjmian 22 + 2 +1ma A =1—4 = —3 < 0, wiec jest stale dodatni i nie wnosi nic
— mozna przez niego podzieli¢ obie strony.

n  Dla duzych x wszystkie czynniki sa dodatnie, wiec rysujemy z prawej od gory.
Idac w lewo: przez 1 (krotnosé 5, nieparzysta) przechodzimy, przez —2 (krotnosé 13)
tez, a od —3 (krotnos¢ 4, parzysta) sie odbijamy .

m  Wielomian jest ujemny na (—2, 1) i zeruje sie w —3, —2 oraz 1. Poniewaz nieréwnos¢

jest nieostra, punkt —3 wchodzi do odpowiedzi jako punkt osobny:

re{-3}U(-21).

Jedno miejsce zerowe potrafi siedzie¢ w dwédch czynnikach naraz — wtedy krotnosci sie
dodaja. W nieréwnosci (z — 2)° (22 + 3)™ (4 — 22)® 2" < 0 dwéjka zeruje zaréwno z—2,
jak i 4 —2x, wiec jej krotnos¢ wynosi 5+ 3 = 8 — jest parzysta i wykres sie od niej odbija,

a nie przez nia przechodzi. (Odpowiedz: x € (0,2) U (2, +00).)

Na maturze zadanie z nieréwnoscia wielomianowa wyglada zwykle tak: najpierw trzeba wyzna-

czy¢ parametr, potem roztozy¢ wielomian i dopiero na koncu odczyta¢ odpowiedz ze szkicu.
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Wielomian okreslony wzorem

W(z) =22+ (m® +2) 2> — 11z — 2(2m + 1)

jest podzielny przez dwumian (z — 2) oraz przy dzieleniu przez dwumian (z + 1) daje
reszte 6.

Oblicz m i dla wyznaczonej wartosci m rozwigz nieré6wnos¢é

W(z) <LO.

Na co zwrdci¢é uwage. Obie informacje z tresci to dwie wartosci: podzielnosé przez x — 2
znaczy W(2) = 0, a reszta 6 z dzielenia przez x + 1 znaczy W(—1) = 6. Po podstawieniu

wychodzi uktad

4m? — 4m = 0, m3 —4m+9 =6,

a z pierwszego réwnania 4m (m? — 1) = 0 dostajemy kandydatow 0, 1, —1; drugie spelnia

tylko m = 1.

I teraz rzecz, ktora latwo przeoczyé: pierwiastek do dalszej czesSci zadania juz
znamy. Skoro W (2) = 0, to nie ma czego zgadywaé — wielomian W (z) = 2234322 —112—6

dzielimy przez x — 2 (pisemnie albo Hornerem) i zostaje 222 + 7z + 3. Jego pierwiastki

c_3
a2

Stad W(z) = (z —2) (x + 3) (2x + 1), trzy pierwiastki jednokrotne, wykres z prawej od

1

mozna odgadnaé: —3 pasuje, a drugi czytamy z iloczynu xyxy = wige jest nim —3.

géry, przeplatanka — i odpowiedZ x € (—o0, —3) U <—%, 2>.

Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych

Zgadywanie pierwiastka wsrod dzielnikéw wyrazu wolnego nie byto zgadywaniem na slepo —

stoi za nim twierdzenie.

TWIERDZENIE O PIERWIASTKACH WYMIERNYCH

Jezeli wielomian W (z) = a,a" + - - - + a1z + ay ma wspélczynniki catkowite, to kazdy
jego pierwiastek wymierny jest postaci ]—9, gdzie p jest dzielnikiem wyrazu wolnego ag, a ¢q

— dzielnikiem wspotcezynnika wiodacego a,,.
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W szkolnej wersji méwi sie tylko o pierwiastkach catkowitych: wtedy ¢ = 1 i kandydatami sa
same dzielniki wyrazu wolnego. Dla W (z) = 22° — 32% + 257z — 9 dzielniki —9 to +1, +3, 49,

a dzielniki 2 to +1, +2, wiec pierwiastkiem wymiernym moze by¢ tylko

1 3 9
+1, £3, 49, +1 43 £2

Twierdzenie méwi, kto moze byé pierwiastkiem — nie, ze ktog nim jest. Wielomian 22 4 2%

2100

ma 202 kandydatéw i ani jednego pierwiastka, bo a2 + > ( dla kazdego =x.

Wspotezynniki wymierne tez nie przeszkadzaja: wystarczy pomnozy¢ obie strony réwnania przez

wspolny mianownik. Réwnanie %xg’ — %x—i—% = 0 po pomnozeniu przez 6 staje sie 22° —3x+1 = 0,

gdzie kandydatami sg £1 i :i:% (pierwiastkiem jest 1).

Tym twierdzeniem dowodzi sie niewymiernoéci pierwiastkéw. Liczba v/2 spelnia réwna-
nie ° — 2 = 0, ktérego jedynymi kandydatami na pierwiastek wymierny sa 41 i £2 —
a zadna z tych liczb go nie spelnia. Skoro réwnanie ma rozwiazanie rzeczywiste, a nie ma

wymiernego, to V2 jest niewymierny. Tak samo dla pierwiastka dowolnego stopnia.

Dowodzenie nierownosci pochodng

Nieréwnosé wielomianows , prawdziwa dla kazdego z” dowodzi si¢ zwykle wzorami skroconego
mnozenia — trzeba tylko wpadé¢ na wlasciwy pomyst. Gdy pomystu nie ma, jest droga pewna,
cho¢ dtuzsza: pokazac, ze wartoS¢ najmniejsza lewej strony jest dodatnia. Wskazuje ja po-

chodna.

ZNAK POCHODNEJ A MONOTONICZNOSCE

Tam, gdzie f'(x) > 0, funkcja f roénie; tam, gdzie f'(z) < 0 — maleje. Pochodng wielo-

mianu liczymy wyraz po wyrazie: (2") = nz"', a pochodna liczby jest zerem.
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WIELOMIANY - OD DEFINICJI DO ZADAN MATURALNYCH

DOWOD PRZYKLAD Z LEKCJI - 3:21:19

Wykazmy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej o zachodzi * — 2 — 2z + 3 > 0.

i Niech f(z) =a* — 2* — 2z + 3. Pochodna:

flla)=42" =20 -2=2(22" -2 —1).
n  Zmak pochodnej zalezy od nawiasu, wiec rozktadamy go na czynniki. Kandydatami
na pierwiastek sg dzielniki —1, a x = 1 pasuje: 2 —1—1 = 0. Z twierdzenia Bézouta

wychodzi z — 1:

20 —x —1=22% —22* + 2% — 20+ 2 — 1
=(z—-1)(22°+2z+1).
m  Tréjmian 222 + 22 +1 ma A = 4 — 8 = —4 < 0 i ramiona w gore, wiec jest stale
dodatni — o znaku pochodnej decyduje sam z —1. Zatem f'(z) < 0 dla z < 1
i f'(z) > 0 dla x > 1: funkcja maleje, a potem rosnie, wiec w x = 1 ma wartosé
najmniejszg.
v Zostalo ja policzyé: f(1) =1 —1— 24 3 = 1. Skoro najmniejsza warto$¢ wynosi 1,

to f(z) > 1 > 0 dla kazdego x, co konczy dowdd.

Nierownosci wymierne

Funkcja wymierna to iloraz wielomiandéw, wiec kazda nieréwnos¢ wymierna i tak sprowadza sie

do wielomianowej. Dochodza tylko dwie rzeczy, na ktorych najtatwiej straci¢ punkty.

Zaltozenia — mianownik nie moze si¢ zerowac, i te wykluczone liczby trzeba potem wyciac¢
z odpowiedzi, cho¢by nieréwnosé¢ wielomianowa je dopuszczata.

Mnozenie stronami — wolno mnozy¢ tylko przez wyrazenie o stalym znaku. Przez
23 nie wolno, bo zmienia znak; przez ! wolno, bo przy zalozeniu z # 0 jest ono stale

dodatnie.

Zamiast mnozy¢ przez kwadrat mianownika czesto wygodniej przenies¢ wszystko na jedna
strone, sprowadzi¢ do wspélnego mianownika i skorzysta¢ z tego, ze znak ilorazu jest taki
sam jak znak iloczynu: nieréwnosé 22 < (0 znaczy dokladnie tyle, co L(z)- M(z) <0 przy
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WIELOMIANY - OD DEFINICJI DO ZADAN MATURALNYCH

NIEROWNOSE WYMIERNA PRZYKEAD Z LEKCJI - 3:32:11

2 1
Rozw1@zmy ——— <1
T

4

I Zaltozenie: x # 0. Mnozymy obie strony przez x* — przy tym zalozeniu jest ono stale

dodatnie, wiec zwrot nieréwnosci zostaje:

2% —x < 2?, czyli zt =22 + 2> 0.
n  Rozkladamy. Najpierw x przed nawias, potem w nawiasie zgadujemy pierwiastek 1

i wylaczamy = — 1:
et =2t r=a(2® -2+ 1) =a(z—1) (" -z —1).

2 u[f

Tréjmian 2 — x — 1 ma A = 5 i pierwiastki

m Cztery pierwiastki jednokrotne: = ‘[ ~ —0,62, 0, 1, 1+‘[ ~ 1,62. Wspdtczynnik

wiodacy jest dodatni, wiec rysujemy z prawej od gory i przeplatamy.
v Wielomian jest nieujemny na trzech kawatkach, ale 0 jest poza dziedzina, wiec wy-

pada z odpowiedzi:

x € (—oo, 1_2‘/5> U (0,1) U <%5, —1—00) .
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WIELOMIANY - OD DEFINICJI DO ZADAN MATURALNYCH

CZERWIEC 2022 - ZADANIE NR 8 W FILMIE 3:40:36 3 PKT

Rozwiaz nieréwnos¢
3r+1 < 3r+4
2r+1 7~ 20 +3

Na co zwréci¢ uwage. Zalozenia: x # —% ix # —%‘ Mnozenie przez kwadraty mia-
nownikow to droga przez meke — lepiej przenie$¢ wszystko na lewo i odjaé¢ utamki jak
w podstawéwce, bo mianownik od razu wychodzi w postaci iloczynowej:

(Bx+1)(2x +3) — (2x + 1) (3x + 4)
(2x +1) (2x + 3)

<0.

W liczniku 62% + 11z + 3 — (622 + 11z +4) = —1 — wszystko si¢ kasuje. Zostaje
m <0, czyli 2z +1)(22+3) > 0, astad z € (—oo,—2) U (-1, 400). Nie-
rownos$¢ wyszta ostra, bo licznik nigdy nie jest zerem — i to samo moéwia zatozenia.
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Cwiczenia

1 Dla kazdego wielomianu podaj stopien, wspotezynnik wiodacy i wyraz wolny, a potem wypisz

wszystkie wspétezynniki, od najwyzszej potegi do wyrazu wolnego.

a) W(z) =32" — 22+ 22 -8 d W)= (z—1)(z+2)(z—3)
b) W(x)=2"+ux e) W(x)=(1-2z)°
c) W(z)=7-22° f) W(x)=5

2 Nie rysujac wykresu, podaj, dokad zmierza on przy x — —oo oraz x — +o00, a takze ile

najwyzej moze mie¢ miejsc zerowych i zakretow.

a) W(x)=22° —2*+3 d) W(z) = (z —1)* (z +2)°
b) W(z) = —at + 723 e) W(x)=—(2?+1) (2? — 4)
) W(z)=7— 245 f) W(z) = a2 (22 +3)°

3 Oblicz sume wszystkich wspotczynnikéow wielomianu, nie wymnazajac nawiasow.

a) W(z) = (22 — 3)° d) W(z) = (22 +z+1) — (2 +2)°
b) W(z) = (22 —z—1)" e) W(z)=(1—2)(2z—1)
) W(z)= 3z —2)" (z+1)° ) W(x) = (23 — 222 +1) (22 4+ Tz + 1)

4 Wyznacz stopien wielomianu, nie wymnazajac nawiasow w catosci.

a) W(z) = (22 +1)" (z — 2)° d) W(z) = (223 —1)* — 4a5
b) W(z) = (z* + ) (2* — ) — 2° e) W(x)=x(x+1)(x+2)-...-(x+9)
o) W)= (z+1)" - (z—1)* ) W(z)= (2 = 1) (2> +1) — 2*
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5 Wymnoz, zbierajac wyrazy potega po potedze. Sprawdz wynik, podstawiajac x = 1 po obu

stronach.
a) (% =3z +1) (2* + 22 — ) c) (2 —x+2) (23 +2—2)
b) (22° +x —4) (2? — z + 3) d (*+z+1) (22 —2+1)

6 Oblicz VA bez kalkulatora: wyréznika nie wymnazaj, tylko roztéz go na czynniki. Wzorem

niech bedzie tréjmian 22 + 36z + 81:

A=36"—-4-1-81=81-16—4-81
=4-4-81—-4-81=4-81(4—-1)=4-81-3,

a stad VA = V481 -3 =293 =18V3.

a) 22 —12x +6 d) 322 — 18z +6
b) 222 + 20x + 8 e) 22+ 50z + 125
c) 22 + 24z + 12 f) 422 — 20x + 9

7 Wykonaj dzielenie z reszta algorytmem pisemnym. Wynik zapisz w postaci W(z) = P(x) -
Q(z) + R(z).

a) (23 +22% —bx+1): (x —2) d (@®+zx+1): (22 +2+1)
b) (2z* — 323+ —5): (22 + 1) e) 3z —a?+2): (22 —x —1)
c) (z—1): (x> +x+1) f) (2 +223 -2 —2): (v +2)

8 Schematem Hornera podziel wielomian przez dwumian. Podaj iloraz i reszte.

a) (2 =4z + 2 +6): (z —2) d) (3234222 —5): (z +2)
b) (22 —2*+3zx—1): (x +1) e) (z* — 322 +20—7): (v —3)
c) (z°=1):(x—1) f) (42 —224+1): (z — 1)

9 Nie wykonujac dzielenia, oblicz reszte z dzielenia wielomianu W przez podany dwumian

i rozstrzygnij, czy W jest przez niego podzielny.
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a) W(z) = 2* =523+ 22+1, dwumian z—1 d) W(z) = 25— 64, dwumian z — 2

b) W(x) = 2® + 27, dwumian x + 3 e) W(x) = 2*—32*+3xr—2, dwumian z—2
c) W(z) = 221 — 20 + x — 2 dwumian W) = (-1 + (z+1)**° dwu-
r+1 mian z — 1

10 Wyznacz wartoséci parametréw.

a) Wielomian W(x) = 23 + pz? — 22 + 6 jest podzielny przez x + 2.
b) Reszta z dzielenia wielomianu W (z) = 22* — 22 + ax + 1 przez x — 1 jest réwna 5.
c) Wielomian W (x) = 2® + az? + bx — 6 jest podzielny przez x — 11 przez x + 2.

d) Reszta z dzielenia wielomianu W (z) = z* + ax + b przez x — 1 jest réwna 2, a reszta

z dzielenia przez x + 1 jest réwna 4.
e) Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W (z) = 2* — ma? + (m? — 5) z — 2.
f) Pierwiastkami wielomianu W (z) = a® + az® + bx + ¢ sa liczby —1, 21 3.
g) Wynikiem dzielenia wielomianu W(x) = 223 + 2% — 13z + 6 przez x — 2 jest trojmian
ax? + bx + c¢. Wyznacz a, b, ¢ bez wykonywania dzielenia.
11 Wyznacz reszte z dzielenia.
a) Wielomianu W przez z% — 1, jesli W (1) = 4 oraz W(—1) = —2.

b) Wielomianu W przez (x — 3) (z + 1), jesli reszta z dzielenia W przez x — 3 jest réwna 5,

a przez x + 1 jest rowna —3.
c¢) Wielomianu W (z) = 2°° + 2% + 2° + 1 przez z* — 1.
d) Wielomianu W (z) = 2% przez z? — .

e) Wielomianu W (z) = 2% przez x* — 3z + 2.

12 Zapisz trojmian w postaci iloczynowej: zgadnij jeden pierwiastek, a drugi wyznacz ze wzorow

Viete’a, bez liczenia wyroznika.

a) 22 —5x+6 c) 222 —T7r+3

b) 22 + 3z — 10 d)xz—(1+\/§)x+\/§
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13 Rozl6z wielomian na czynniki nierozktadalne i podaj wszystkie jego pierwiastki. Zacznij od

zgadniecia pierwiastka wsréd dzielnikow wyrazu wolnego.

a) 22 —Tr+6 e) 23 —a22—4
b) 23 + 222 —5x — 6 f) 2t — ba? + 4
c) 3 —3x2+4 g) 2t +a2d—ax—1
d) 2z% — 32? — 3z + 2 h) z* — 22° — 2z + 2

14 Rozwigz réwnanie.

a) 2% =4z e) (2 —1)(2?+3x+2)=0
b) 22 —22—2x+1=0 ) 224+8=0

c) x* — 1322 +36 =0 g) 203 + 22 —8r—4=0

d) 22+ 322 -4 —-12=0 h) 2 +22-2=0

15 Rozwigz nieréwnosé. Zwrdé uwage na krotnosci miejsc zerowych.

a) (z—1)(x+2)(z—4) >0 d (22 +4)(z —2)(x+5) <0
b) z(r—3)7(x+1)<0 e) (2—2)(z+1)°>0
o) (24+2%@x—-1)"(x—-3)>0 ) (z—1)°B—2)(x+2°%>0

16 Rozwiaz nierownos¢ wymierna. Zacznij od zatozen.

z—1 z+3
>0 <1
q):c+2_ c)x—l
1 2 1
— < d >
b)x_2 ):L’—l_l‘-i-Q
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3

Dodatek

Ciekawostki z pierwszej czesci filmu

Pi¢¢ rzeczy, ktérych nikt na maturze nie wymaga — ale ktére pokazuja, po co wielomiany w ogole
Sa.

Wielomian, ktéory udaje sinusa. Za pomoca wielomianéw przybliza sie funkcje znacznie
bardziej skomplikowane. Wielomian Taylora sinusa to

2 Al

Slnaﬁ%x—g—i—g—ﬁ—'—

i im wiecej wyrazow wezmiemy, tym lepiej przyblizenie pokrywa sie z sinusem — na coraz
dhuzszym odcinku. Trzy wyrazy dla jednego radiana (okoto 60°) daja

n1a1— 2y =0 g6
ST T o0 T 120 Y

a kalkulator pokazuje sin1 = 0,8414 ... — trzy miejsca po przecinku sie zgadzaja. Tak (miedzy
innymi) liczono sinusy i logarytmy, zanim byty kalkulatory, i tak je zaprogramowano.
Styczna jako wielomian stopnia pierwszego. Najprostsze przyblizenie wielomianem to
styczna do wykresu: przy duzym powiekszeniu w poblizu punktu stycznosci krzywa i prosta sa
nie do odréznienia — tak jak ptaszczyzna styczna do sfery, na ktorej ,,zyjemy”. Styczna nie musi
mie¢ z wykresem jednego punktu wspoélnego: styczna do wykresu wielomianu stopnia trzeciego
moze go przecig¢ w drugim punkcie, a prosta y = 1 jest styczna do sinusoidy w nieskoniczenie
wielu punktach.

Wzory, ktérych nie ma. Réwnanie stopnia trzeciego az® + bz? + cx + d = 0 ma wzory na
rozwigzania — koszmarnie dlugie, zbudowane z a, b, ¢, d, dzialan i pierwiastkow. Réwnanie
stopnia czwartego tez, jeszcze dtuzsze. Od stopnia piatego takich wzoréw nie ma i mie¢ nie
moze — to twierdzenie Abela—Ruffiniego. Nie chodzi o to, Ze ich nie znaleziono: dla réwnania x°—
x+1 = 0 da si¢ udowodnic, ze jego rozwigzania nie zapisuje zadne wyrazenie ze wspotczynnikow,
dziatan i pierwiastkow. Dlatego szkolna metoda to zgadywanie pierwiastka, a losowy wielomian
stopnia wiekszego niz 4 rozktada si¢ tylko w przyblizeniu.

Wielomian nieparzystego stopnia zawsze ma pierwiastek. Dla bardzo duzych z o znaku
W (x) decyduje najwyzsza potega: z° —x + 1 jest dla duzych dodatnich x dodatni, a dla duzych
ujemnych — ujemny. Wielomian jest funkcja ciggla, wiec gdzies po drodze musi przecia¢ os

Oz (to wlasnoé¢ Darboux, ktéra omawiamy przy granicach i pochodnych). Przy parzystym
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stopniu gwarancji nie ma: z* + 1 nie zeruje sie nigdy. Wielomian 2° — 2 + 1 ma doktadnie jeden
pierwiastek rzeczywisty — to zadanie 19 ponizej.

Niepozorny potwdr. Wielomian W (x) = z* + 4z + 5 nie ma miejsc zerowych (jest wszedzie
dodatni), wiec rozktada sie na dwa tréjmiany z ujemnymi wyrdznikami. Da sie je znalezé

szkolnymi narzedziami, ale wygladaja tak:

W(z) = <$2+\/2—|—2\/§x+1+\/_—\/2\/§—2>-
(mQ—\/2+2\/§x+1+\/§+\/2\/§—2>.

Wielomiany sa jak grzyby: wygladaja niepozornie, a niektére sa potworne. Na maturze do

roztozenia trafia sie tylko taki, ktéry rozktada sie w skonczonym czasie.

Ponad program: krotnosc¢ i nierozktadalnosé
d

Ostatnia czesé¢ filmu jest w catosci dla ciekawych. Oba narzedzia wykraczajg poza mature, ale
oba potrafig oszczedzi¢ sporo pracy.

Pierwiastki wielokrotne wykrywa pochodna. Wezmy W (z) = 22 — 2z 4+ 1 = (z — 1)
jedynka jest pierwiastkiem dwukrotnym i rzeczywiscie zeruje si¢ nie tylko W, ale i W'(z) =

2¢ — 2. To nie przypadek — jezeli W(z) = (z — a)* Q(z), to ze wzoru na pochodng iloczynu
W'(z) =2 (z — a) Q@) + (z — a)” Q' (),

a oba sktadniki zeruja sie w a.

KRYTERIUM KROTNOSCI

Liczba a jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W dokladnie wtedy, gdy zeruja sie
w niej kolejno W, W', W”, .. W1 a Wk (q) £ 0.

Praktyczny pozytek: gdy wielomian stopnia piatego zeruje si¢ w 1 i jego pochodna tez, to
dzieli sie nie tylko przez x — 1, ale przez (z — 1)2 = 2% — 22 + 1. Mozna wiec od razu podzieli¢
przez tréjmian i jednym dzieleniem zej$¢ do stopnia trzeciego, zamiast dzieli¢ dwa razy i dwa
razy zgadywac ten sam pierwiastek.

Kiedy rozklad jest niemozliwy. Czasem optaca si¢ wiedzie¢, ze wielomianu nie da sie roz-

tozy¢ — zanim straci sie¢ godzine na proby.

KRYTERIUM EISENSTEINA

Jezeli dla wielomianu W(x) = a,z" + -+ + ag o wspolezynnikach catkowitych istnieje
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liczba pierwsza p taka, ze p nie dzieli a,, dzieli wszystkie pozostate wspolczynniki, a p?

nie dzieli wyrazu wolnego ag, to W jest nierozkladalny w liczbach wymiernych.

Dla W(x) = z* + 152 — 5 wezmy p = 5: piatka nie dzieli wsp6tezynnika wiodacego 1, dzieli 0,
0, 151 —5, a 25 nie dzieli —5. Wielomian nie rozktada si¢ wiec na iloczyn dwoch trojmianow
o wspotezynnikach wymiernych, a tym bardziej nie ma pierwiastkow wymiernych — kandydatow
+1 i £5 nie trzeba nawet sprawdzaé¢. Tak samo z'! — 11 przy p = 11, skad od razu wynika, ze

V11 jest liczbg niewymierna.

Na koniec trzy zadania z gwiazdka — do dwdch ostatnich przydadza sie ciekawostki z tego

rozdzialu.

17 % Rozl6z wielomian na iloczyn dwéch trojmianéw kwadratowych.

a) 2t +4 c) z* — 622 +1

b) z* + 22+ 1 d) z* + 422 + 16

18 % Dany jest wielomian W(z) = (2z — 1)'°. Oblicz sume jego wspétezynnikéw przy parzy-
stych potegach x oraz sume wspotezynnikéw przy nieparzystych potegach x.

19 % Wykaz, ze wielomian W (z) = 2° — 2 + 1 ma dokladnie jeden pierwiastek rzeczywisty,

i wskaz przedziat o dtugosci 1 o koncach catkowitych, w ktérym ten pierwiastek lezy.
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Odpowiedzi i krotkie rozwigzania

Numer to numer zadania w tym materiale. Do kazdego zadania wynik i szkic rozwigzania: sam

klucz, bez pelnych rachunkow.

Cwiczenia
1 a) stopien 4, wiodacy 3, wolny —8;
wspOlezynniki 3, 0, —1, 2, —8. b) 5, 1, 0;
1,0,0,0,1,0.¢) 3, 2,7, -2,0,0,7.d) 3,
1,6;1, -2, —5,6.¢) 3, =8, 1; —8, 12, —6,
1. f) 0, 5, 5; jeden wspotezynnik: 5.
Brakujaca potega to wspdtezynnik 0,
wiec wspotczynnikow jest zawsze o jeden
wiecej niz stopien. W ¢) wyrazy wypisujemy
od z3: =223+ 022+0x+7. W d) wyraz wolny
to iloczyn wyrazéw wolnych, (—1)-2-(=3) =
6, a po wymnozeniu z® — 22% — 5z + 6. W e)
(1 —22)> =1 — 62 4 122 — 82%; wspSlezyn-

nikiem wiodacym jest —8.

2 a) z lewej do —oo, z prawej do +00;
co najwyzej 5 miejsc zerowych i 4 zakrety.
b) oba ramiona w dét; 4 1 3. ¢) z lewej do
+00, z prawej do —oo; 31 2. d) z lewej do
—00, z prawej do +00; 71 6. ) oba ramiona
w dot; 41 3. f) oba ramiona w gore; 6 1 5.
Licza si¢ wylacznie stopien n i znak
wspotezynnika wiodacego a,,; miejsc zero-
wych jest co najwyzej n, zakretow co naj-
wyzej n — 1. W d) stopien to 4 + 3 = 7,
a a, = 1. W e) najwyzszy wyraz iloczynu to
—x? 2% = -2t wieccn=4ia,=—-1. W)
stopien 2 + 4 = 6, a,, = 1. Stopien parzysty
daje ramiona w te samg strone, nieparzysty

— W przeciwne; ujemne a, odwraca oba.

3 oor a) —1; b) 1; ¢) 8 d) 32026 — 27; ¢) 0; f)

s.33

Suma wspotezynnikow to W(1). a)
(=1)°. b) (=1)". ¢) 1% - 23. d) 32026 _ 33,
e) czynnik (1 —1)" zeruje iloczyn. f)
(1-=2+1)-9 = 0 - to ten sam iloczyn,

co w przyktadzie o mnozeniu.

4 a) 8;b) 2; ¢) 3;d) 3; ¢e) 10; f) 0.
Stopien iloczynu to suma stopni: a)

6 + 2, e) dziesie¢ czynnikéw stopnia pierw-

szego. Przy odejmowaniu najwyzsze po-

tegi moga sie skasowaé, wiec trzeba poli-

6 — g2

czyé, co zostaje: b) 2% — 2% — x
o) (z4+ 1" — (z—1)*" = 82% 4 8z; d)
428 — 4x® + 1 — 42% = —4a2® + 1; f)
2t — 1 — 2 = —1, wielomian staly nieze-

rowy ma stopien 0.

5 oor. a) 2t — 2% — 1022 + 172 — 5; b)
22° — 22 + Tad — 51? + Tw — 12; ¢)
28— 2 +dr —4;d) 2t + 22+ 1.

Kontrola dla z = 1: a) (—1) - (=2) = 2
i1-1-10417-5=2b) (~1)-3 = -3
1224 7-547-12=-3¢)2-0=0
il—144—4=0;d)3-1=313. W c) warto
zauwazy¢ (x3 + (2 —x)) (23 — (2 — 1)) =
2% — (2 — 2)*. W d) wyrazy przy z° i & zno-
sza sig: (1 —1) 23, (1 —1) .

6 a) 2v/30; b) 4v/21; ¢) 4v/33; d) 6V/7;
e) 201/5; f) 16.

Zamiast odejmowaé duze liczby, wy-
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laczamy wspélny czynnik. a) 144 — 24 =
24(6—-1) = 24 -5 = 4-30.b)

400 — 64 = 16(25—4) = 16 - 21. ¢)

576 — 48 = 48(12 —1) = 48 - 11 = 16 - 33.
d)324 —72 = 36(9—2) = 36-7.¢)
2500 — 500 = 500 (5 — 1) = 2000 = 400 - 5. f)
400 — 144 = 16 (25 — 9) = 16 - 16 — wyrdznik
jest pelnym kwadratem, wiec VA = 16.

7 a) (#2+4x+3)(x—2) + 7; b)
(222 — 3z — 2) (2 4+ 1) + (4o — 3);
o) (@ —z)(@*+x+1) + (z—1); d)
(2% — 2?4+ 1) (2® + x + 1), reszta 0; e)
3z +2) (2> —x —1) + (5w +4); f)
(z3 — 1) (x + 2), reszta 0.

W kazdym kroku dzielimy najwyzsza
potege tego, co zostato, przez najwyzsza po-
tege dzielnika; koniec, gdy zostaje stopien
mniejszy niz stopien dzielnika. Kontrola:
wa)W(2) =8+8—-10+1 = 7 zga-
dza si¢ z reszta (twierdzenie o reszcie); w f)
W(—2) =16 — 16 + 2 — 2 = 0, wiec reszta
musi wyjs¢ 0. W d) dzielenie wychodzi bez

reszty — x° 4+ x + 1 dzieli sie przez 2% + x + 1.

8 oor. ) ¥° — 2z — 3, reszta 0; b) 223 —

3z% + 3z, reszta —1; ¢) 2t + 2% + 22 + 1 + 1,
reszta 0; d) 3z% — 4z + 8, reszta —21; e)

23 + 3x% + 62 + 20, reszta 53; f) 42? + 2z — 1,
reszta ;.

Dolne wiersze tabelek: a) 1, —2, —3, 0
przy ¢ =2;b) 2, =3,3,0, =1 przy ¢ = —1 —
w gérnym wierszu stoi zero przy z?; c¢) same
jedynki i reszta 0 przy ¢ = 1; d) 3, —4, 8,
—21 przy ¢ = —2, z zerem przy x; e) 1, 3, 6,
20, 53 przy ¢ = 3, z zerem przy x°; f) 4, 2,
—1, § przy ¢ = 1. Reszta to zawsze W(c):

wd) W(=2) = —244+8—5=—21.

s. 34

9 a) —1, nie; b) 0, tak; ¢) —2, nie; d) 0,
tak; e) 0, tak; f) 22026 nie.

Reszta z dzielenia przez x — a to W(a).
a) W(1) = 1-5+2+1. b) W(—3) = —27+27.
c) W(—=1) = 2 —1— 1 — 2: potegi pa-
rzyste daja 1. d) W (2) = 64 — 64. ¢)
W(2) = 8 — 12 4+ 6 — 2; rzeczywiscie
23 —32+3x—-2=(z—-2)(z* —z+1).
£) (1) = 02026 4 22026,

10 a)p:—%;b)a:?);c)azll,b:l;
d)a=—-1,b=2¢)m =1-+31ub
m=1++V3;fla=-4b=1c=6;g)
a=2,b=5c=-3.

a) W(-2) = -8+4p+4+6=0.b)
W({l)=2—-14+a+1=51¢) W(1) =0
iW(=2) =0:a+b=5oraz 4a — 2b = 14;
wielomian to (z — 1) (x + 2) (x + 3). d)
WA) =1+a+0b =2 W(-1) =
1 — a + b = 4; dodanie stronami daje b = 2.
) W(2) = 8 —dm + 2m? — 10 — 2 = 0,
czylim? — 2m — 2 = 0.f) W(z) =
(x+1)(x—2)(x—3) = 2° —42® + x + 6.
g) W(z) = (z —2) (ax?® + bx + ¢): z 2° wy-
nika a = 2, z wyrazu wolnego —2¢ = 6,
aW(l) = -4 =(1-2)(a+b+c) daje
b=>5.

n a) 3r+1;b) 2z —1; ¢) 20+ 2; d) x; e)
(2100 _ 1)z 42 — 2100,

Reszta z dzielenia przez wielomian
stopnia drugiego to ax + b; podstawiamy
miejsca zerowe dzielnika. a) a + b = 4,
—a+b=-2.b) W(3) =5 W(-1) = —-3:
3a+b =5 —a+b= -3¢ W() = 4,
W(=1) =1—-1—-14+1 = 0.d) miej-
sca zerowe 2 — x to 01 1: W(0) = 0 = b,

W(l) =1=a+b. e) miejsca zerowe to 11 2:
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a+b=1,2a+b=2'" stgd a = 2! — 1.

12 a) (r—2)(x—3);b) (zr—2)(x+5);
¢) (x—3)(2z—1);d) (z — 1) (z — V3).
Pierwszego pierwiastka szukamy wsrod
dzielnikéw wyrazu wolnego i sprawdzamy
podstawieniem, a drugi czytamy z iloczynu
1wy = <. a) W(2) = 0, iloczyn 6, wiec
drugim jest 3. b) W(2) = 0, iloczyn —10,
drugi to —5. ¢) W(3) = 0, iloczyn 2, drugi
to %; przy a = 2 postac iloczynowa to
2(x=3)(z—1) = (z—3)(2z—1). d)
W (1) = 0, iloczyn v/3, wiec drugim pier-
wiastkiem tez jest V3.

13 a) (x —1) (x — 2) (z + 3); pier-

wiastki 1, 2, —=3. b) (z + 1) (z — 2) (v + 3);

—1,2,-3.¢) (z+ 1) (z —2)% —1, 2.

d) (z+1) 2z —1)(z —2); -1, 3, 2. ¢)

(x — 2) (2% + = + 2); jedyny pierwiastek 2.

f) (z—1)(x+1)(x —2) (x+2); £1, £2.

g) (=1 (z+1)(z*+xz+1); 1, —1. h)

(x—=1)(x—-2) (2 +z+1);1, 2.
Zgadniety pierwiastek: a) 1; b) —1;

c) —1, a po wylaczeniu z + 1 zostaje

22 —dx + 4 = (z—2)% d) —1, zostaje

24% — 5x + 2 o pierwiastkach 1 i 2; ¢) 2, zo-

staje 22 + x + 2 z A = —T; f) podstawienie

t=a2dajet? —5t+4=(t—1)(t—4);g) 1

i —1,zostaje 2> +x+12z A =—3;h)1i2,
zostaje 22 + x + 1. Czynnikéw z ujemnym

wyroznikiem nie rozktadamy dalej.

14 a)r € {—2,0,2}; b))z € {-1,1}
c)r € {—3,-2,2,3};d) x € {-3,-2,2};
e)x € {=2,-1,1};f)z = -2;¢)
ve{-2—-3,2}h)ze{-1,1}.

a) x (x —2) (z+2) = 0 — nie dzielimy

przez x, bo zgubiliby$my rozwiazanie 0. b)

s.35

2(x—1)— (z—1) = (=12 +1).
o)t = 2% t* — 13t +36 = 0,t = 4
lubt = 9. d) grupowanie: 2 (z + 3) —
4(x+3) = (x+3)(z—2)(z+2). e
(x—=1)(x+1)(z+1) (z+2) = 0; rozwiaza-
nie —1 liczy si¢ raz. f) (x + 2) (22 — 2z + 4),
drugi czynnik ma A < 0. g) 2? (22 + 1) —
42x+1) = 2v+1)(z—2)(x+2). h)
t=a*t*+t—-2=(t+2)(t—1),at=-2
odpada.

15 a)r € (=2,1) U (4,400). b)
r € (—1,00 U{3}.¢c)z € (—o0,—2) U
{1}U(3,400). d) z € (=5,2). ¢) z € (—1,2).
f) z e (=2,1)U(1,3).

Szkic rysujemy od prawej: od géry, gdy
dla duzych z wielomian jest dodatni. W b)
tréjka ma krotnosé 2, wiec wykres si¢ od
niej odbija, a przy nieréwnosci nieostrej
wchodzi do odpowiedzi jako punkt osobny:;
tak samo jedynka (krotnosé 4) w c¢). W d)
czynnik 22 + 4 jest stale dodatni i nie wnosi
miejsc zerowych. W e) i f) najwyzszy wyraz

to —ab

, wiec z prawej idziemy od dotu. W f)
nieréwnos¢ jest ostra, wiec jedynka — mimo

odbicia — z odpowiedzi wypada.

16 a) x € (—oo0,—2) U (1,400). b)
z € (—00,0) U (3, 400). ¢c) z € (—o0,1).
d) z € (-=5,-2) U (1, +00).

Najpierw zatozenia, potem znak ilorazu
zastepujemy znakiem iloczynu. a) z # —2
i(z—1)(z+2) > 0.b) =22 < 0, czyli
x (1 —2x) <0 przy = # 0. ¢) po przeniesie-
niu jedynki zostaje ﬁ <0, wieccz —1 < 0.
d) réznica utamkow to % > 0, czyli
(x+5)(x—1)(z+2) > Oprzyz # 1
ir # —2 — oba te punkty wypadaja z od-
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powiedzi.

Dodatek

17 a) (z% — 2z +2) (2% + 22 + 2);
b) (22 —x+1) (2> +x +1); ¢)

(22 =22 — 1) (2% + 2z — 1); d)

(2% — 2z +4) (2% + 22 + 4).

Uzupetnij do kwadratu sumy i zastosuj
wzor na roznice kwadratow, jak w przykta-
dzie 7.

a)zt +4 = (2242)° — 42?2 =
(22 +2)* — (22)°. b) (22 + 1) — 22 ¢)
(22 — 1) — 422 tu tréjmiany majg do-
datnie wyrézniki i rozktadaja sie dalej:
=2 —1= (x—l—\/§) (x—1+\/§),
podobnie drugi. d) (22 +4)° — 422. W a),
b), d) wyrdzniki sa ujemne, wiec to rozktad
koncowy.

18 Przy parzystych potegach: # =
29525; przy nieparzystych: % = —29524.
W (1) = 1 to suma wszystkich wspét-
czynnikéw, W(—1) = (=3)" = 310 = 59049
to suma ze zmienionym znakiem przy nie-

parzystych potegach. Suma parzystych to

s. 36

WL)+W(-1) . W(1)—W(-1)
—————, nieparzystych —=———. Kon-

trola: obie sumy dajg razem 1.
19 Pierwiastek lezy w przedziale
(—2,-1).

Rozwaz osobno x > 0, —1 < z < 0
1x < —1.

Dla x > 1 jest 2° > x, wiec W(z) > 1.
Dla0 <z < lmamyz®>0il—a > 0,
wigc W(z) > 0.Dla —1 < o < 0 jest
> —loraz 1 —z > 1, wiec W(z) > 0.
Zatem na [—1,400) pierwiastkow nie ma.
Dla z < y < —1 réznica W(y) — W(z) =
(v°> — 2°) — (y — @) jest dodatnia, bo y> —
2° = (y —2) (v + y’r + y*a® +ya® 4 1),
a kazdy z pieciu sktadnikéw w drugim na-
wiasie jest co najmniej 1 (potegi parzy-
ste liczb o module co najmniej 1 oraz ilo-
czyny dwoch liczb ujemnych), wiec nawias
przekracza 1. Wielomian jest wiec rosngcy
na (—oo, —1] i ma tam co najwyzej je-
den pierwiastek, a ma doktadnie jeden, bo
W(-2) =-29 <0< 1=W(-1)ifunkcja

jest ciagta. Numerycznie z ~ —1,167.
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