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Niezbednik zadan maturalnych

Ten rozdzial zbiera to, co w zadaniach z parametrem z funkcjg kwadratowa wraca najczesciej.
Zaczynamy od czterech krokéow, z ktorych sktada sie kazde takie zadanie. Potem wyrazenia
z pierwiastkami x; i x9, ktére da sie zapisaé przez ich sume i iloczyn — to one otwieraja droge do
wzoréw Viete’a; dwa z nich rozpisujemy krok po kroku. Dalej dwa zalozenia, bez ktorych od-
powiedZ bywa bledna: a # 0, gdy parametr stoi przy 22, oraz ¢ # 0, gdy w warunku pojawiaja
sie odwrotnosci pierwiastkow. Nastepnie wyjatek od reguty: zadania, w ktorych wygodniej
policzy¢ pierwiastki wprost, bo wyrdoznik nie zalezy od parametru albo jest pelnym kwa-
dratem. Na koniec warunki dotyczace potozenia pierwiastkow na osi Oz, ktérych wzory
Viete’a same nie zatatwiaja, rownania stopnia trzeciego z czynnikiem liniowym i trojmianem.
Na koniec trzy sytuacje z ostatnich czesci filmu: warunek, ktéry rozpada sie na przypadki,
warunek niesymetryczny, ktory rozroznia pierwiastki, oraz zadania dotyczace catej funkcji,

a nie jej pierwiastkow.

Cztery kroki, z ktérych skiada sie¢ kazde takie zadanie

Zadania z parametrem z funkcja kwadratowg maja zaskakujaco stala budowe. Prawie zawsze

przebiega ona tak:

1. Warunki na istnienie pierwiastkéw. Wyréznik zalezy od parametru, wigc warto pisaé
go jako A(m) — tatwiej sie wtedy potapaé, co jest czym. Do tego dochodza zaltozenia, bez

ktorych réwnanie nie jest kwadratowe albo warunek z tresci nie ma sensu.

2. Przeksztalcenie warunku z tresci. Wyrazenie z pierwiastkami zapisujemy tak, zeby
zalezato wylacznie od sumy s = 1 + x5 i iloczynu p = 21 - x5, a potem podstawiamy wzory

Viete’a. Od tego momentu w zadaniu nie ma juz x; ani x5 — jest tylko m.

3. Rachunki. Zwykle réwnanie albo nieréwno$¢ z m: kwadratowa, wielomianowa lub wy-

mierna. Etap najbardziej mozolny i to tutaj najczesciej gubi sie punkty.

4. Czes¢ wspodlna. Odpowiedzia jest przecigcie wszystkich warunkow: tych z kroku 1 i tego

z kroku 3.
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W kroku pierwszym prawie zawsze obowiazuje ostra nieréwnosé A(m) > 0. Tres¢ méwi
,dwa rozne rozwigzania” albo ,,dwa rézne miejsca zerowe”, a A = 0 daje jedno rozwigzanie
(podwdjne). Zapisanie A(m) > 0 kosztuje punkt za ten etap, a zwykle takze punkt za

odpowiedz, bo w kroku czwartym przedziat wychodzi domkniety zamiast otwartego.

Wyrazenia, ktére pojawiajg sie¢ w zadaniach z parametrem z funkcjg
kwadratowq

Wszystkie maja jedna wspolna ceche: da sie je zapisa¢ wylacznie przez sume x,+2- i iloczyn
1 - To. I 0 to wtasnie chodzi — dopiero wtedy wolno siegna¢ po wzory Viete’a, podstawic
T1 + X9 = —g oraz xry - Te = £ 1 zamieni¢ warunek z tresci na nierownosc (albo réwnanie)
z jedng niewiadoma m. W zdecydowanej wiekszosci przypadkoéw samych pierwiastkow w ogole
nie liczymy — cho¢ zdarzaja sie zadania, w ktérych wyrdznik wychodzi tak tadny, ze wypisanie
pierwiastkow wprost skraca robote. Dlatego przy kazdym takim warunku pierwsze pytanie
brzmi: jak to przeksztatcié, zZeby zalezato tylko od sumy @ iloczynu?

Tak zbudowana jest wiekszo$§é maturalnych zadan z parametrem — ale nie wszystkie.
Zdarzaja sie zadania, w ktérych warunek dotyczy czegos innego niz wartos¢ wyrazenia; wracamy

do nich w dalszej cze$ci materiatu.

2 2 3 3 4 4 2 2 4 4 2
1 1 1 1 T, o
P
I T Ty Hin i) T
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FUNKCJA KWADRATOWA - ZADANIA Z PARAMETREM

WYRAZENIE PRZYKLAD 1

Rozpiszmy x + x3 tak, zeby zalezalo tylko od sumy s = x1 + x5 i iloczynu p = x1 - 5.

I Czwarte potegi to kwadraty kwadratéw, wiec traktujemy z? i 22 jak dwie nowe

liczby i korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia (u + v)? = u? + 2uv + v*:
2
(m% + I%) = x] + 21775 + 13,
Stad, po przeniesieniu srodkowego sktadnika na drugg strone,

]+ 25 = (xf + x%)z — 22323,
I Zostaly dwa kawalki i oba juz umiemy. Kwadrat sumy daje (x; + x2)2 = 22423179+

x3, czyli

22+ 22 = (11 + 22)° — 2015 = 57 — 2p,

a drugi kawatek to po prostu kwadrat iloczynu:

2x? = (xy29)° = p.

m  Wstawiamy jedno i drugie do wyniku z kroku I:

]+ = (32 - 2p)2 — 2%

b

Wyrazenie zalezy juz wytacznie od s i p, wigc mozemy podstawic s = —2 oraz p = ¢.

v Zobaczmy to na autentycznym warunku (CKE, czerwiec 2026, zadanie nr 11): dla
réwnania 22 + max +m = 0 mamy s = —m oraz p = m, a warunek brzmi z{ + x4 +

4323 > 3. Ostatni skladnik to 4p?, wiec

(m2—2m)2—2m2—|—4m3 >3
m* —4m?> + 4m? — 2m? + 4m? > 3
m* +2m? —3 > 0.

7, warunku na pierwiastki zostata zwykta nieréwnosé¢ z niewiadoma m.
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FUNKCJA KWADRATOWA - ZADANIA Z PARAMETREM

WYRAZENIE PRZYKLAD 2

A teraz |xy — xo| — wyrazenie, ktore wyglada groznie, bo ma wartosé¢ bezwzgledna i nie

jest symetryczne.

1 Sama réznica x; — xe przez s i p sie nie wyrazi (zamiana pierwiastkéw miejscami

zmienia jej znak), ale jej kwadrat — owszem:

(21 — x2)2 = (r1 + x2)2 —dxizy = 52 — 4p.

Skoro warto$é¢ bezwzgledna jest nieujemna, to
|r1 — 29| = /8% — 4p.

— VA

Mozna tez inaczej: odjecie wzoréw na pierwiastki daje |x; — o] il

n Tyle ze z pierwiastkiem kwadratowym zle sie liczy. Na maturze to wyrazenie prawie

zawsze pojawia sie wewnatrz nieréwnosci, na przyktad (CKE, maj 2016, zadanie

nr 12):

|z1 — 29| <3 dla tréjmianu z* + 2(m + 1)x + 6m + 1.
m Obie strony sa nieujemne, wiec wolno je podnies¢ do kwadratu — i pierwiastek

znika:
|71 — 25| <3 = (21— 12)° <9 <= s> —4dp <.
To jest cala sztuczka: nie liczymy |z; — 23], tylko od razu pracujemy na kwadracie.
v Podstawiamy s = —2(m + 1) oraz p = 6m + 1:

4(m+1)° —4(6m+1) <9
Am?> +8m+4—24m —4 < 9
4m? —16m — 9 < 0,

skad m € (—%, %)
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Kiedy trzeba zatozy¢, ze wspétczynnik przy x? nie jest zerem

Zapis f(x) = ax® + bz + ¢ jest funkcja kwadratowa dopiero przy zaltozeniu a # 0. Kiedy przy
22 stoi wyrazenie z parametrem, to zalozenie przestaje by¢ formalnodcia i zaczyna decydowaé
o odpowiedzi.

Wezmy réwnanie ma? 4+ 2z + 1 = 0 i pytanie o dwa rézne rozwigzania. Liczac sam wyrdznik,
dostajemy A = 4 —4m > 0, czyli m < 1. W tym przedziale lezy m = 0 — ale dla m = 0
rownanie ma posta¢ 2x + 1 = 0, jest liniowe i ma jedno rozwigzanie. Odpowiedz m < 1 jest
wiec btedna; poprawna to m € (—o0,0) U (0, 1).

Wzory Viete’a przypominaja o tym zatozeniu same z siebie: w obu mianownik jest réwny a.
Jezeli a zalezy od parametru, to wartosé, dla ktorej a = 0, trzeba wytaczy¢ zanim zacznie sie

liczy¢ wyrdznik.

Nowsze arkusze zwykle podaja to zatozenie w tresci (,,gdzie m # 27), starsze nie. Podane
zalozenie nie zwalnia z myé$lenia: tatwo o nim zapomnie¢ w toku rachunkow, a w odpo-

wiedzi i tak musi zosta¢ uwzglednione.

CZERWIEC 2024 - ZADANIE NR 12
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
B—m)-2*+(m+1)-2—(m+1)*=0
ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste x1, xrs spetniajace warunek
Tl 4wy =219+ 7.
Zapisz obliczenia.

Bywa tez, ze przypadku a = 0 nie wolno po prostu odrzuci¢ — trzeba go rozpatrzy¢ osobno
i sprawdzi¢, czy powstate réwnanie albo nieréwnos¢ liniowa spetnia warunki zadania. Tak jest

w zadaniu z lipca 2020, ktére stoi w sekcji Inne typy zadan.
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FUNKCJA KWADRATOWA - ZADANIA Z PARAMETREM

Oodwrotnosci pierwiastkow, czyli warunek na wyraz wolny

Gdy w warunku z tredci pierwiastki stoja w mianowniku, dochodzi jeszcze jedno zalozenie:
x1 # 01 29 # 0. Wyglada na ktopotliwe, bo pierwiastkow przeciez nie liczymy — ale sprowadza
sie do wspotezynnika, ktory wida¢ w rownaniu na pierwszy rzut oka.

Zero jest miejscem zerowym funkcji f(z) = ax?® + bxr + ¢ doktadnie wtedy, gdy f(0) = 0,
a f(0) = c. Zatem

$11%10 1 o #20 < C§£(l

Zamiast dwoch warunkéw na nieznane liczby mamy jeden warunek na wyraz wolny. Jezeli ¢
zalezy od parametru, daje to zwykte rownanie do rozwigzania i wykluczenia.

Same wyrazenia rozpisuja sie przez sume i iloczyn tak samo jak pozostate:

1 I m+x s 1 1_x%—|—x%_s2—2p
2

= == ot a= 7 =
T D9 122 D xy  xy (wym9) D

Po podstawieniu wzorow Viete’a powstaje wyrazenie wymierne z parametrem w mia-
nowniku. Nieréwnosci wymiernej nie wolno rozwigzywac¢ przez mnozenie obu stron przez
mianownik, dopdki nie wiadomo, jaki ma on znak. Bezpiecznie jest przenies¢ wszystko na

jedng strone, sprowadzi¢ do wspdélnego mianownika i zbada¢ znak ilorazu.

MAJ 2022 - ZADANIE NR 12 5 PKT
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie

2> —(m+1Dr+m=0

ma dwa rozne rozwigzania rzeczywiste x; oraz xs, spelniajace warunki: z; # 0, x9 # 0

oraz

s.9 ¢ lysyuczymatmy.pl


https://lysyuczymatmy.pl

FUNKCJA KWADRATOWA - ZADANIA Z PARAMETREM

CZERWIEC 2018 - ZADANIE NR 14 6 PKT
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie

2 =3mx+(m+1)(2m—1)=0

ma dwa rézne rozwiazania 1, ro spelhiajace warunki: xy - xo # 0 oraz
1 1 2

0<—+—<5.
T ) 3

Na co zwrdci¢ uwage. W drugim zadaniu warunek jest nieréwnoscia podwdjna. Rozwigzu-
jemy ja jak dwie osobne nieréwnosci i bierzemy cze$é wspoélng — razem z warunkami A(m) > 0
oraz ¢ # 0.

Gdy wyrazenie samo staje sie funkcja. Bywa, ze po podstawieniu wzoréw Viete’a wartosé
wyrazenia przestaje by¢ liczba, a staje sie wzorem funkcji zmiennej-parametru — i to o te funkcje

pyta tresc.

CZERWIEC 2016 - ZADANIE NR 12 4 PKT
Liczba m jest suma odwrotnosci dwoch réznych pierwiastkow réownania

E2? +(k— 1)z +1=0,

gdzie k # 0.

Wyznacz zbiér wartosci funkcji okre$lonej wzorem f(x) = 2™.

Zadanie idzie trzema krokami, z ktérych dwa pierwsze juz znamy. Raz: warunki z funkcji
kwadratowej — tu k # 0 oraz A(k) > 0 — daja dziedzine parametru. Dwa: sume odwrotnosci
rozpisujemy przez sume i iloczyn, wil + :712 = ]%, i po skroceniu zostaje zwykty wzoér na m
w zaleznosci od k. Trzy: tak otrzymany wzér traktujemy jak funkcje i szkicujemy jej wykres

na tej dziedzinie, a zbiér wartosci po prostu z niego odczytujemy.

Dziura w dziedzinie robi dziure w zbiorze wartosci. Zatozenie k # 0 wycina jeden punkt
z przedziatu, a ze funkcja jest réznowartosciowa, to z odpowiedzi wypada doktadnie jedna
liczba — i to ona odrdznia rozwigzanie poprawne od takiego, ktore dostaje najwyzej trzy
punkty na pie¢. Konce przedziatu tez nie naleza do dziedziny, wiec na wykresie ida tam

puste koélka.
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FUNKCJA KWADRATOWA - ZADANIA Z PARAMETREM

Treéé tego zadania jest sformutowana niedbale: wzor funkceji zapisano jako f(x), choé war-
tos¢ wyrazenia nie zalezy od z, tylko od parametru k. Czytajac takie polecenie, patrzymy

na to, co realnie si¢ zmienia — i sktadamy funkcje zmiennej k.
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Kiedy warto liczy¢ pierwiastki rownania bezposrednio?

Wzory Viete’'a sa wygodne dlatego, ze pozwalaja nie liczy¢ pierwiastkéw. Ale zdarzaja si¢ za-
dania, w ktorych wyréznik nie zalezy od parametru albo jest pelnym kwadratem —
wtedy pierwiastek z A nie jest zadnym , brzydkim” wyrazeniem i pierwiastki rownania wypisuje
sie zwyktym wzorem. Dalsza cze$¢ zadania robi si¢ wtedy rachunkiem na dwoch wyrazeniach

z m. Ponizej autentyczne zadanie, w ktorym ta droga jest wyraznie krotsza.

4 )
CZERWIEC 2019 - ZADANIE NR 12 PRZYKtAD 3

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie

42° + (2 —dm)r +m? —m —2 =0

ma dwa rézne dodatnie rozwigzania x1, xo spelniajace nieréwnosé

17

2 2
i+ x5, < —.
1 2—1

| Zaczynamy jak zawsze — od wyrdznika. I tu niespodzianka:

A:(2—4m)2—4-4-(m2—m—2)
=4 —16m + 16m? — 16m? + 16m + 32
= 36.

Parametr sie skrocit. Wyrdznik jest staly i dodatni, wiec réwnanie ma dwa rézne
rozwigzania dla kazZdego m — pierwszy warunek nie zaweza niczego.
i Skoro v/A = 6 jest liczba, a nie wyrazeniem z pierwiastkiem, to pierwiastki wypisuja
sie wprost:
_4dm—-2-6 m-2 _4dm—-2+6

€Ty = - ; To =

2-4 2

_m+1
2.4 2

Zamiast dwoch nieznanych liczb mamy dwa zwykte wyrazenia z m.
m Warunek ,oba dodatnie” robi si¢ banalny — zamiast uktadu z; + 29 > 01 2129 > 0

wystarczy zazadaé¢ dodatniosci dwoch utamkow:

m— 2 oom+1
— >0 i

>0 <— > 2.
2 2 m
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FUNKCJA KWADRATOWA - ZADANIA Z PARAMETREM

v Drugi warunek tez liczymy przez podstawienie, bez zadnych wzoréw Viete’a:

m 41 2 m — 2 2 17
BRR— + [ —= <

2 2 = 4
m24+2m+1+m?>—4dm+4<17
om?—2m—12<0
m2—m—6<0
(m+2)(m—3) <0,

skad m € [—2, 3]. Razem z warunkiem m > 2 daje to odpowiedz m € (2, 3].

. J

Moral. Zanim rzucisz sie na wzory Viete’a, policz wyroznik do konca. Jesli wyjdzie liczba
albo pelny kwadrat, pierwiastki dadza sie wypisa¢ wzorem i dalsza czes¢ zadania jest zwykle

krétsza oraz mniej podatna na pomytke niz droga przez sume i iloczyn.

Przy pelnym kwadracie uwazaj na pierwiastkowanie. Jezeli A = (m — 2)?, to
VA =+/(m—=2)2=|m-2|,

a nie m — 2 — dla m < 2 ta liczba jest ujemna, a pierwiastek kwadratowy nigdy nie
jest ujemny. Albo rozpatrujesz oba przypadki znaku, albo — co zwykle wygodniejsze —
zapisujesz oba pierwiastki z wartoscia bezwzgledng i dopiero potem sprawdzasz, ktory

jest wigkszy.
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Zadania z warunkami potozenia pierwiastkow na osi Ox

W tych zadaniach warunek nie dotyczy wartosci zadnego wyrazenia, tylko tego, gdzie na osi

leza pierwiastki. Wzory Viete’a same tego nie zalatwiaja — trzeba spojrze¢ na wykres.

CZERWIEC 2017 - ZADANIE NR 13 6 PKT
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie

22 —3mr+2m*+1=0

ma dwa rézne rozwiazania takie, ze kazde nalezy do przedziatu (—oc, 3).

MAJ 2026 - ZADANIE NR 10 5 PKT

Wyznacz wszystkie rzeczywiste wartosci parametru m, gdzie m # 0, dla ktorych funkcja

kwadratowa f okre$lona wzorem

fx)=m? 2> —2mr—m+1

ma dwa rézne miejsca zerowe xy oraz ro nalezace do przedziatu (—2,2). Zapisz oblicze-

nia.

Zobaczmy, skad biora si¢ warunki. Wezmy najprostsza wersje takiego zadania: oba pierwiastki

maja by¢ mniejsze od 3. Rysujemy parabole i pionowg prosta r = 3.

Y Y
A ! A !
{£(3) >0
l Tw 1
Ne o/~
~—— 3 N
Tw ! / !
| » f(3) <0
ramiona w goére ramiona w dét
a>0 a<0

Z rysunku widaé trzy rzeczy, ktére muszg zachodzi¢ jednoczesnie:
1. A > 0 — parabola musi w ogdle przecia¢ o$ Ox w dwoch punktach. Bez tego nie ma o czym
mowic.
2. Wartos$é w punkcie granicznym — w z = 3 parabola musi by¢ po tej samej stronie ost,

co jej ramiona. Przy a > 0 ramiona ida w gore, wiec f(3) > 0; przy a < 0 w dét, wiec
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FUNKCJA KWADRATOWA - ZADANIA Z PARAMETREM

f(3) < 0. Oba przypadki opisuje jeden zapis:

a- f(3)>0.

Gdyby byto odwrotnie, punkt 3 lezatby miedzy pierwiastkami — a wtedy jeden z nich bytby
wickszy od 3.

3. xw < 3 — wierzchotek (a wiec i cata ,,dolina” miedzy pierwiastkami) musi leze¢ na lewo

od 3.

Zadnego z tych trzech warunkéw nie wolno pomingé. Sam warunek a - f(3) > 0 nie
wystarczy: spetia go takze parabola, ktérej oba pierwiastki sa wicksze od 3 — wtedy
w punkcie 3 tez jesteSmy po stronie ramion. Dopiero warunek na wierzchotek rozstrzyga,

po ktérej stronie liczby 3 siedza pierwiastki.

Ten sam zestaw dziata dla dowolnej liczby k i dla przedziatu. Zeby oba pierwiastki lezaty
w (u,v), zadamy A > 0, a- f(u) > 0, a- f(v) > 0 oraz u < zy < v — czyli tego samego,

tylko z dwoch stron.
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Zadania, w ktorych rownanie jest stopnia trzeciego

Formalnie to nie sa réwnania kwadratowe — po lewej stronie stoi iloczyn czynnika liniowego
i tréjmianu. Ale cala robota i tak dzieje sie w tréjmianie, bo pierwiastek czynnika liniowego
dostajemy za darmo: z (z — k) - f(z) = 0 od razu widaé, ze © = k jest rozwiazaniem zawsze,
niezaleznie od parametru.

Dlatego w takich zadaniach czytamy tres¢ wyjatkowo uwaznie: liczy sie, ile ma by¢ rozwig-
zan i czy maja by¢ rozne. Od tego zalezy wszystko — ile pierwiastkéw ma dotozy¢ trojmian i czy
wolno mu trafi¢ w ten sam punkt k, ktéry juz mamy. Warunek & jest (albo nie jest) pierwiast-
kiem trojmianu” sprawdzamy podstawieniem: liczymy f(k) i zadamy f(k) = 0 albo f(k) # 0.

To jedyne miejsce w calym materiale, gdzie podstawianie jest wygodniejsze od wzoréw Viete'a.

CZERWIEC 2022 - ZADANIE NR 13 6 PKT
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie

(z -2+ (m -3z +m>—m—6=0

ma trzy rézne rozwigzania rzeczywiste zq, xy oraz s, spetniajace warunek

1‘1'$2'l‘3>l’%+$§+$§—5m—51.

Na co zwréci¢ uwage. Jedno rozwiazanie znamy: zs = 4. Skoro razem maja by¢ trzy
rézne, to tréjmian z*+(m—3)x+m?—m—6 musi dotozy¢ dwa rézne pierwiastki (A > 0)
i zaden z nich nie moze byé réwny 4 — inaczej zamiast trzech rozwiazan mieliby$my
dwa. Ten drugi warunek to po prostu f(4) # 0, czyli 16 + 4(m — 3) + m*> —m — 6 # 0.

Dopiero potem bierzemy sie za nieréwnosé z tresci, podstawiajac w niej x3 = 4.
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CZERWIEC 2021 - ZADANIE NR 12 5 PKT
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie

(x —3)(2* + (m — )x —6m* +2m) =0

ma doktadnie dwa rozwiazania.

Na co zwrdéci¢ uwage. Tu znamy rozwigzanie x = 3, a razem maja by¢ dokladnie dwa.
Trojmian ma wiec dotozy¢ dokladnie jedno nowe rozwigzanie, a to moze si¢ zdarzy¢

na dwa sposoby:

 tréjmian ma jeden pierwiastek podwdéjny, rézny od 3 — czyli A =01 f(3) # 0;

o tréjmian ma dwa rézne pierwiastki, ale jeden z nich pokrywa sie z trojka — czyli A > 0
if(3)=0.
Te przypadki sie wykluczaja, wiec odpowiedzia jest ich suma, a nie czes¢ wspoélna. Zwrdé

uwage, ze to jedyne zadanie w materiale, w ktérym warunek A = 0 jest dopuszczalny.
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Kiedy warunek rozpada sie na przypadki

Warunek z treéci bywa réwnaniem, nie nieréwnoscia. Wtedy po podstawieniu wzoréw Vi-
ete’a czesto zostaje co$, co po obu stronach ma wspdlny czynnik — i tu zaczyna sie najczesciej

popetiany btad w tych zadaniach.

MAJ 2015 - ZADANIE NR 13 5 PKT

Dany jest trojmian kwadratowy
f(x)=(m+ 1)z +2(m —2)z —m + 4.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych tréjmian f ma dwa rézne pier-

wiastki rzeczywiste x1, xs, spelniajace warunek

2 2 _ .4 4

Warunek wyglada tak, ze az si¢ prosi o skrocenie:

2 2 __ .4 4

Prawa strona to réznica kwadratéw, wiec 27 — x5 = (22 — 22) (22 + 23) i po obu stronach stoi

Qe 2 2
ten sam czynnik x7 — 3.

Nie wolno podzieli¢ obu stron przez x? — 2. To wyrazenie moze by¢ zerem — dzielac,
tracimy wszystkie te warto$ci parametru, dla ktérych wtasnie tak jest. Dzieli¢ wolno tylko

przez co$, o czym wiemy, ze jest rézne od zera.

Zamiast dzieli¢, przenosimy wszystko na jedna strone i wyltaczamy wspolny czynnik przed

nawias:

(1’% — $§) (1 - (x% + xg)) =0,

(21 — @2) (11 + 32) (1 — (27 4+ 23)) = 0.

[loczyn jest zerem, gdy zeruje sie ktorys z czynnikéw. Pierwszy odpada: w tresci stoi ,,dwa rdézne
pierwiastki”, wiec x1 — x9 # 0 — i dopiero teraz, majac to na pisSmie, wolno przez ten czynnik

podzieli¢. Zostaje alternatywa:

1+ 29 =0 lub o]+ a5 =1
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FUNKCJA KWADRATOWA - ZADANIA Z PARAMETREM

Oba przypadki liczymy osobno, kazdy przez sume i iloczyn, i kazdy daje swoich kandydatéw

na m.

Na koniec wracamy z kandydatami do dziedziny parametru — czyli do warunkéw a # 0 oraz
A(m) > 0, ktére wypisaliémy na samym poczatku. W tym zadaniu z pierwszego przypadku

wychodzi m = 2, a z drugiego dwie wartosci; A(m) > 0 przepuszcza tylko jedna z nich.

Gdy warunek jest réwnaniem, rozwigzanie nieréwnosci A(m) > 0 mozna odlozy¢ na
koniec: kandydatéw bywa kilku i czasem szybciej sprawdzié¢ kazdego z osobna, niz rozwig-
zywa¢ nierownosé. To wygoda, nie reguta — gdy warunek jest nierdwnoscig, kandydatow

jest nieskonczenie wielu i nieréwnosci A(m) > 0 nie da si¢ ominac.
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Warunek niesymetryczny: jeden pierwiastek przez drugi

Wszystkie warunki z poprzednich sekcji miaty jedng wspolna ceche: nie zmieniaty sie po zamia-
nie x; z xo miejscami. Suma, iloczyn, suma kwadratéw, modut réznicy — wszystko jedno, ktéry
pierwiastek nazwiemy pierwszym. Dlatego wystarczaly wzory Viete’a, ktore tez o tej kolejnosci
nic nie wiedza.

Bywa jednak warunek, ktory rozréznia pierwiastki.
ARKUSZ PROBNY NR 5 - ZADANIE NR 8 5 PKT

Dane jest réwnanie kwadratowe

22— (m+2)x+2m=0

z niewiadoma x oraz parametrem m. Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla kto-
rych to réwnanie ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste x; oraz xs, przy czym jedno z nich

jest dwa razy wieksze od drugiego. Zapisz obliczenia.

,Jedno z nich jest dwa razy wieksze od drugiego” — ale ktére od ktérego? Wzory Viete’a tego
nie rozstrzygna, bo same sa symetryczne. Zamiast nich robimy rzecz prostsza: nadajemy pier-
wiastkom nazwy. Niech mniejszy z nich to xp; wtedy drugi to 2z i znamy oba pierwiastki
co do wzoru.

Skoro znamy pierwiastki, a przy z? stoi jedynka, to cale réwnanie da si¢ zapisa¢ w postaci

iloczynowej:

(x — x9) (x — 220) =0,

a po wymnozeniu
x* — 3wox + 227 = 0.
To ma by¢ to samo réwnanie, co w tresci. Dwa wyrazenia kwadratowe sg rowne doktadnie

wtedy, gdy majg te same wspolczynniki, wiec przy x i przy wyrazie wolnym dostajemy
uktad:

3rg =m + 2,

2z% = 2m.

7 pierwszego réwnania m = 3z — 2; po wstawieniu do drugiego zostaje réwnanie kwadratowe
na ro, a z niego dwie mozliwosci. Kazda daje pare pierwiastkéw, a kazda para — jedna wartosc¢

m.
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FUNKCJA KWADRATOWA - ZADANIA Z PARAMETREM

Ta sama droga dziata dla kazdego warunku, ktory wigze pierwiastki konkretng zaleznoscia:

»jeden jest o 3 wiekszy od drugiego” (x¢ i xg + 3), ,stosunek pierwiastkéw wynosi k” (o

i kxg), ,jeden jest odwrotnosdcia drugiego” (zo i —). Za kazdym razem: nazwij jeden
Lo

pierwiastek, zapisz drugi przez niego, poréwnaj wspoétczynniki.

Postaé iloczynowa to a (x — 1) (x — x3) — ze wspbélczynnikiem a z przodu. Powyzej
moglismy go pominaé tylko dlatego, ze przy 2% stata jedynka. Gdy przy x? siedzi parametr,

trzeba go wypisac¢, a do tego osobno zatozy¢, ze nie jest zerem.

Nagroda za te metode przychodzi na koncu: pierwiastki wychodza jawnie, wiec nie trzeba
wraca¢ do nieréwnosci A(m) > 0. Skoro wyszty dwie rézne liczby i réwnanie ma doktadnie

taka postac iloczynowa, to dwa rézne rozwigzania rzeczywiste po prostu sa.
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Inne typy zadan

Zdarzaja sie warunki, ktore o pierwiastkach nie méwia nic — dotycza catej funkeji. Wzory Viete’a
sa wtedy bezuzyteczne, a w ich miejsce wchodzi to samo co przy potozeniu pierwiastkow:

wykres.

Nierownos¢ prawdziwa dla kazdego =

LIPIEC 2020 - ZADANIE NR 11 5 PKT
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych nieréwnosé

(m? 4 4m — 5) - 2% + 22 > 2ma — 2
jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej z.

Najpierw porzadek: przenosimy wszystko na jedng strone, zeby pytanie brzmialo ,kiedy to

wyrazenie jest dodatnie dla kazdego x”. Potem uwaga, od ktorej cate zadanie zalezy.

Przy x? stoi parametr, wiec to nie musi byé nieré6wnoéé kwadratowa. Wspélezyn-
. 2 . . s . . . AT .
nik przy x° moze sie wyzerowac¢ i wtedy zostaje nierownos¢ liniowa. Tego przypadku nie
wolno wykluczy¢ — trzeba go rozpatrzy¢, bo tre$¢ nigdzie nie méwi, ze nieréwnosé jest

kwadratowa.

Przypadek liniowy. Wyznaczamy te wartoéci parametru, dla ktérych wspétezynnik przy 22
jest zerem, i wstawiamy je po kolei do nieréwnosci. Zostaje wyrazenie stopnia co najwyzej
pierwszego i pytamy, czy jest dodatnie dla kazdego z. Gdy zniknie takze x, zostaje zdanie
o samych liczbach — prawdziwe albo fatszywe. Gdy x zostanie, nieréwno$¢ liniowa nigdy nie jest
prawdziwa dla wszystkich x: wystarczy poj$¢ dostatecznie daleko w jedng strone.

Przypadek kwadratowy. Parabola ma leze¢ cata nad osig Ox. Gdyby ramiona szty w dot,
predzej czy pozniej zesztaby pod o$, wiec a > 0. Gdyby dotykata osi dzidbkiem, w tym jednym
punkcie przyjetaby wartosé zero, a nieréwnos¢ jest ostra — wiec nie moze mie¢ miejsc zerowych,

czyli A < 0. Razem:
a>0 oraz A <O0.
Wyniki obu przypadkéw na koniec sumujemy, a nie bierzemy ich czesci wspolnej. Przy-

padek liniowy i kwadratowy wykluczaja sie nawzajem — to osobne, roztaczne sytuacje,

a pytanie brzmi, dla ktorych m warunek zachodzi.
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FUNKCJA KWADRATOWA - ZADANIA Z PARAMETREM

Pozostate wersje tego samego zadania réznig sie jednym znakiem: nieréwno$é¢ > 0 dla
kazdego x dopuszcza dzidbek na osi, wiec a > 0 i A < 0; ,funkcja przyjmuje tylko

wartosci ujemne” toa < 01 A < 0.

Funkcja przyjmuje wartos¢ najwigkszqg

CZERWIEC 2015 - ZADANIE NR 15 6 PKT

Funkcja f jest okreslona wzorem

2 _
flry =" 200 n 24 m

dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wyznacz calkowite wartosci parametru m, dla ktérych funkcja f przyjmuje

wartos¢ najwieksza i ma dwa rézne miejsca zerowe o jednakowych znakach.

Parabola ma wartos¢ najwieksza dokladnie wtedy, gdy jej ramiona sa skierowane w dot, czyli
gdy a < 0 —1i to jest caly ten warunek. Przy okazji wyklucza on a = 0, wiec ,funkcja kwadra-
towa” nie wymaga tu osobnego zatozenia. Wartos¢ najmniejsza to symetrycznie a > 0.

Reszta zadania to juz znane rzeczy: ,dwa rézne miejsca zerowe” daje A > 0, o jednakowych
znakach” daje x1- x5 > 0, a stowo catkowite w poleceniu kaze na koncu wybraé¢ z otrzymanego

przedziatu same liczby catkowite.
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Cwiczenia

1 Oblicz wyrdznik kazdego z trojmianéw i rozstrzygnij, czy tréjmian jest kwadratem dwumianu.

Jesli tak, zwin go.

a) 4% + 4z + 1 e) 222 +4x +3

b) 2% + 5z + 6 f) —1622 + 8z — 1
c) 422 +8x + 3 g)xQ—a:—l—}l

d) 22 +4v2z +8 h) 322 — 23z + 1

2 Nie wymnazajac nawiaséw, zapisz funkcje w postaci kanonicznej: pierwsza wspotrzedna
wierzchotka odczytaj jako $rednig miejsc zerowych, druga oblicz jako warto$é¢ funkcji w tym

punkcie.

a) f(x) = (¢ +3) (x—7) o) f(x)=-3(zx+1)(z - 4)
o) f(x) =2(x — 1) (x +5) Q) f(z) = (x =1 - V5) (& —1+5)

3 Zapisz funkcje w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe. Nie przechodz przez posta¢ ogdlna:

przyrownaj wzor do zera i spierwiastkuj obie strony.

a) f(z) = (z+3)" =5 ¢) flz) =2(x =7 +x
b) f(z)=3(x—1)"—12 d) f(z) =-2(z+ 3 )+8

4 Sprawdz za pomoca wzoréw Viete'a, czy podane liczby sa pierwiastkami rownania.

a) 22 — Tz + 12 = 0; liczby 31 4 d) 22—2/31+2 = 0; liczby V3-1iv3+1
b) 22> —x — 6 = 0; liczby 21 —32 e) 22+ 2 — 6 =0; liczby —21i 3

c) 22 — 6z + 5 = 0; liczby 211 4
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5 Wiedzac, ze jednym z pierwiastkéw rownania jest podana liczba, wyznacz drugi pierwiastek.

Skorzystaj ze wzoréow Viete'a.

a) 22 —T7r4+10=0, z; =2 c) 22 —2V2x+1=0, z;=v2-1

d) 22 +br — 12 = 0, x; = 3; wyznacz tez
b) 322 +52 —2=0, ;= —2 wspotezynnik b

6 Dla kazdego z ponizszych réwnan, gdzie x jest liczba rzeczywista, wyznacz (o ile to mozliwe)
wartosci wyrazen
1 1

ry + 25 oraz —+ —
Ty T2

Y

w ktorych xq, o oznaczaja pierwiastki réwnania. Nie wyznaczaj samych pierwiastkow.

a) 22 —5x+6=0 d 22+vVbx—1=0
b) 202 +3x—4=0 e) 2 —4dr+4=0
c) 2 —2x+3=0 f) 322+ 22 =0

7 Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie ma dwa rézne rozwigzania

rzeczywiste.

a) mx’+2x+1=0 e) 2 +2mr+m+2=0

b) 22 +mzr—1=0

f) Dla jakich warto$ci m réwnanie z pod-
c) 22+ 2mx +2m? =0

punktu a) ma doktadnie jedno rozwiaza-
d) 22— (m+1)z+m=0 nie?
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Wyznaczanie parametrum

Dwie serie rozgrzewkowe, doprowadzone do konca: wypisujemy warunki, a potem je rozwigzu-
jemy. Pierwsza pilnuje liczby rozwiazan i tego, czy rownanie w ogole jest kwadratowe; druga
— znakow rozwiazan.

Wszedzie m jest parametrem rzeczywistym, a xy, o oznaczaja rozwigzania rownania z danego

podpunktu.

8 Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych zachodzi podany warunek.

a) Réwnanie 22 — 2ma +m + 6 = 0 ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste.
b) Réwnanie ma? + 42 +m = 0 ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste.

c¢) Réwnanie (m — 3) 2% — 2z + 1 = 0 ma dokladnie jedno rozwigzanie.

d) Réwnanie 22 + (m — 1) z + 4 = 0 nie ma rozwigzan rzeczywistych.

e) Funkcja f(z) = (m+ 2)2? + mx + 1 ma dwa rézne miejsca zerowe.

f) Réwnanie 22 + 2ma + m? = 0 ma rozwiazanie rzeczywiste.

g) Tréjmian 2% + ma + m jest kwadratem dwumianu.

h) Funkcja kwadratowa f(z) = (m — 1) 2% + 2z 4+ m nie ma miejsc zerowych.

9 Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych zachodzi podany warunek. Zwroé

uwage, ktore warunki dotycza znaku sumy, a ktore znaku iloczynu.

a) Réwnanie 22 — 2max + m? — 1 = 0 ma dwa rézne rozwigzania ujemne.

b) Réwnanie 2% + (m + 1) z +m = 0 ma dwa rézne rozwigzania dodatnie.

c) Réwnanie 22 — ma + 2m = 0 ma dwa rézne rozwigzania tego samego znaku.
d) Réwnanie 22 + maz — m = 0 ma dwa rozwigzania réznych znakéw.

e) Réwnanie 22 — (m — 2) z + m = 0 ma dwa rézne rozwiazania nieujemne.

f) Réwnanie 22 + 2max +m + 6 = 0 ma dwa rézne rozwigzania, z ktérych doktadnie jedno jest

dodatnie.

g) Jednym z rozwigzan réwnania 2 + mx +m? — 1 = 0 jest zero, a drugie rozwigzanie jest

dodatnie.
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Wypisywanie warunkow

Tu nie liczymy nic. Odpowiedzia jest komplet warunkéw, ktore trzeba zapisaé, zanim zacznie
sie rachunki — czyli to, co w rozwigzaniu stoi w kroku pierwszym i drugim. Nie rozwigzujemy
ich.

10 Kazde z réwnan ma mie¢ dwa rézne rozwigzania 1, 2, spelhiajace podany warunek. Wypisz

wszystkie warunki — razem z tymi, bez ktérych podane wyrazenie w ogéle nie ma sensu.
1 1

a)22—mr+m-2=0, —+—=3
T )
2 o A1
b) 2 +2mr+m+1=0, 5+ —5<1
Ty I3
c) 2 —(m+1)z+m=0, 2y
T2 I
d) 22 —3mz+m+1=0, =2
o)
e) 2’ —mx+2m—-3=0, /T, -12=3
1
f) 224+ (m—4)z+m =0, =2
T+ X9
— 1
2_9 2_y—0, 22 _
g) x mx +m e a2

h) 2> +max+m—1=0, |z, — 29| =3

11 Warunek dotyczy tu nie wartosci wyrazenia, tylko tego, gdzie na osi lezg rozwigzania. Przez
f oznacz lewa strone réwnania i wypisz wszystkie warunki.

a) Réwnanie 22 — 2mz + m + 6 = 0 ma dwa rozwigzania mniejsze od 1.

b) Réwnanie 22 + mx + 3m = 0 ma dwa rozwigzania wieksze od —2.

c) Liczba 2 lezy miedzy rozwigzaniami réwnania x? +ma — m = 0.

d) Réwnanie 22 — 2mx + m? — m = 0 ma dwa rozwigzania w przedziale (—1, 3).

e) Réwnanie (m — 1) 2% + 22 + m = 0 ma dwa rozwiazania mniejsze od 0. Zapisz warunki na

dwa sposoby: przez znaki sumy i iloczynu oraz przez wartos¢ f(0) i potozenie wierzchotka.

f) Doktadnie jedno rozwigzanie réwnania z2 — mz +m + 3 = 0 nalezy do przedziatu (0, 5).

12 W podpunktach a)-d) dane jest réwnanie

(z —2) (2* + ma 4+ m) =0,
a trojmian z drugiego nawiasu oznaczamy przez f. Wypisz warunki.
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a) Rownanie ma doktadnie trzy rézne rozwigzania.
b) Réwnanie ma doktadnie dwa rézne rozwigzania.
c) Rownanie ma doktadnie jedno rozwigzanie.

d) Rownanie ma trzy rézne rozwiazania dodatnie.

e) Réwnanie (z + 1) (2% —2mx +m) = 0 ma trzy rézne rozwiazania, ktérych iloczyn jest

dodatni.
13 Wypisz wszystkie warunki, jakie musi spetnia¢ parametr m.
a) Nieréwnoéé 2% +ma + 1 > 0 jest prawdziwa dla kazdego rzeczywistego .
b) Nieréwnosé (m — 1) 22 + 2z + 1 > 0 jest prawdziwa dla kazdego rzeczywistego .
¢) Funkcja f(z) = (m + 1) 2* + 2z + m przyjmuje warto$¢ najwicksza.
d) Warto$¢ najmniejsza funkcji f(z) = 2% + 2max + m wynosi —4.
e) Zbiorem wartosci funkcji f(z) = mx? + 2z + 1 jest przedzial [—3, 4+00).
f) Wierzchotek paraboli o réwnaniu y = 22 + ma + m lezy na osi Ox.

g) Funkcja f(x) = 2® + max + 3 jest rosnaca w przedziale 2, +00).
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3

Dodatek

Dowody

Trzy wyprowadzenia, ktorych nikt na maturze nie wymaga — ale kto je raz przesledzi, nie musi
pamicta¢ wzorow.

Wzér na pierwiastki: uzupetnianie do kwadratu. Do nawiasu wchodzi potowa wspotezyn-
nika przy z, a kwadrat tej polowy odejmujemy: 2% + 6z = (z + 3)2 — 9. Tak samo w réwnaniu

ax® +bx + ¢ = 0, gdzie a # 0 — dzielimy przez a i uzupeliamy:

4a? 4a?’

( b> b?> —dac A
T4 —) == —

Lewa strona jest kwadratem, wiec dla A < 0 nie ma rozwiazan, a dla A > 0:

b VA —b+VA
- r=—:

Tty T g %

Wzory Viete’a z wzoréw na pierwiastki. Dla A > 0:

—b+vVA  —b—+VA —2b b
+ - - )
2 2a 2a a

(—b+\/Z> <—b—\/Z> b —A 0 — b +dac _

c
T T2 = = = —.
4a2 42 42 a

Wzory Viete’a przy A = 0. Pierwiastek jest jeden, podwdjny, wigc x1 = x5 = x¢ i wzory
b

a

T+ X2 =

daja 2x9 = oraz x2 = . Obie réwnosci zgadzaja si¢ z rg = —%: druga daje b? = 4ac, czyli
A=0.
14 % We wzorze funkcji y = ax? +bx + c ustalamy a # 0 oraz c i zmieniamy tylko wspétczynnik

b. Wykaz, ze wierzchotek paraboli porusza si¢ wtedy po paraboli o réwnaniu y = —az? + c.
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Tabelka ze wszystkimi wyrazeniami

c

S=x1+ a0 = ——, pP=x1 Ty = —, A = b% — dac
a a
WYRAZENIE PRZEZ SUME I ILOCZYN PRZEZ S, P PRZEZ A, B, C
b
T+ X2 — S ——
a
c
Z1 - X2 — p -
a
b% — 2ac
2
af + a3 (21 + 22)" — 23122 5% —2p —z
3abc — b3
x3 + 23 (21 + 22)° — 3212 (21 + 22) s3 — 3ps — g
4 2 2.2
2 9 b* — 4ab“c + 2a°c
zi + 73 (23 +23)" — 2 (w122) st —4s%p + 2p? i
2 .2 _ - o
T — %3 (r1 — x2) (x1 + 22)
:c‘ll — x% (1% - 1%) (l% + x%) — —
2 2 A
(1 — x2) (z1 + x2)” — dz129 s —4dp o
VA
|z — 23] \/(ml + x2)2 — 4xq12 $2 —4p W
4,4 Eilat ¥ b
T, Ta T1Z2 p c
1 1 2 + 22 52 —2p b — 2ac
2Tz PERY] > 2
Ty L3 (x122) p &
1 " T2 z3 + 22 52 —2p b — 2ac
Z2 1 T1T2 p ac

Kreska w dwoch wierszach nie jest przeoczeniem: te wyrazenia zmieniaja znak przy zamianie
X1 7 X9 Miejscami, a s i p o kolejnosci pierwiastkow nic nie wiedza — przez nie zapisaé si¢ nie
da. W zadaniach rozktada sie je na czynniki. Trzy ostatnie wiersze maja w mianowniku ¢ albo

ac, wiec kazdy niesie zalozenie ¢ # 0.
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Odpowiedzi i krotkie rozwigzania

Numer to numer zadania w tym materiale. Do kazdego zadania wynik i szkic rozwigzania: sam

klucz, bez pelnych rachunkow.

Cwiczenia
1 a) (2x +1)*; b) nie; ¢) nie; d)
(z +2v2)"; ) nie; f) — (4o — 1) g)
(o= %) (Vo 1)°

Trojmian jest kwadratem dwumianu
wtedy i tylko wtedy, gdy A = 0: ma
wowcezas jedno, podwdjne miejsce zerowe
To = —£ iréwna si¢ a (z — o). Wyrézniki
kolejno: 0, 1, 16, 32 — 32 =10, 16 — 24 = —8,
64 —64 =0,1—1=0,12—12 = 0.
W f) wspélezynnik a jest ujemny: —162% +
8¢ —1=— (1622 -8z +1) = — (4o — 1)*.
W b)ic) A >0, wiec tréjmian rozklada sie
na dwa rézne czynniki, (z + 2) (z + 3) oraz

(2x + 1) (2x + 3), ale kwadratem nie jest.

2 oor a) (z—2)° —25; b) 2(z+2)> — 18; ¢)
—3(:16—%)2—#%; d) (z—1)* - 5.

p to érednia miejsc zerowych, ¢ = f(p).
a)p=2,q=>5-(=5) = —=25.b) p = -2,
g =2-(-3)-3=-18¢)p = 3,
g=-3-5-(=2) = 2. d) miejsca zerowe

1:|:\/§,Wi(gcp:1,q:(—\/5)-\/5:—5.
3 a) (z+3—+5) (z+3+5); b)

3(x —3) (z+1); ¢) postac iloczynowa nie
istnieje; d) =2 (z — 2) (z + 2).

a) (x+3)° = 5, [z+3 = V5
r=-3+V5.b)(x—1)7 =4, |z—1] =2,
r=3lbzr=-1.¢)2@-7>47r>71>0

dla kazdego z, wiec funkcja nie ma miejsc
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zerowych. d) (z + %)2 =4,z = 321ub

5.

—5; wspotezynnik a = —2 zostaje

xr =

przed nawiasami.

4 a) tak; b) tak; c) nie; d) tak; e) nie.
Sprawdzamy obie rownosci: x1 + x9 =
—2 oraz zy25 = <. a) 7112: tak. b) 21 —3:
tak. ¢) suma 6 sie zgadza, ale iloczyn 8 # 5:
nie. d) suma 2v/3, iloczyn 3 — 1 = 2: tak. e)
iloczyn —6 sie zgadza, ale suma 1 # —1: nie;

pierwiastkami sa 2 1 —3.

5 a) Ty = 5;b) o = £ ¢) 2y = V2 + 1;
d) zog = —4,b=1.

a) xy = 7 —2 = 5 (albo 10 : 2). b)
T1Ty = —%,WiQC xQ:%g?’ = % c) Tz = 1,
wiec r9 = ﬁ = /2 + 1; to samo daje
suma: 2v/2 — (\/5— 1). d) 129 = —12 daje
ro=—-4ab=—(r1+mx)=—3—-4) =1

6 a) 13 oraz 2; b) £ oraz 2; c¢) réwna-
nie nie ma pierwiastkow rzeczywistych, wiec
wyrazenia nie maja wartoéci; d) 7 oraz v/5;
e) 8 oraz 1; f) 3, a drugie wyrazenie nie ist-
nieje, bo jednym z pierwiastkéw jest 0.
Najpierw A, potem z? + 22 =

T1+T2

2 1 1
(21 + 22) 2r129 Oraz - + - = TR

a) A =1;25 —12 = 13; 2. b) A = 41;

2 _
(3 2 (2) = %2 = 1
A=4-12<0.d)A=95+2=T,
%5 = /5. e) A = 0, pierwiastek podwéjny

T =1y =2,16-8=8 7 =11 A =4
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2 .4 4.
1+ Ty = —35, T1%2 = 0; g — 0= 3 Zerowy
iloczyn oznacza, ze jeden z pierwiastkéw to

0.

7 a)m € (—o0,0) U (0,1); b) m € R;
¢) nie ma takich m; d) m € R\ {1};e)
m € (—oo, —1) U (2, +00); f) m € {0, 1}.

a) Dla m = 0 réwnanie jest liniowe,
2z + 1 = 0, i ma jedno rozwigzanie, wiec
m# 0;dlam#0:A=4—4m >0 <—
m < 1.b) A = m? +4 > 0 dla kazdego
m. c) A = 4m?* — 8m?* = —4m? < 0, wigc
dwdéch roznych rozwigzan nie ma dla zad-
nego m (dla m = 0 jest jedno, podwdjne:
r=0).d)A=(m+1)?—4m = (m—1)°,
dodatnia dla m # 1; dla m = 1 réwnanie
r? — 2r + 1 = 0 ma jedno rozwiazanie. e)
A=4m?> —4(m+2)=4(m—-2)(m+1) >
0. f) m = 0 (réwnanie liniowe, z = —1) albo

m#01A=0,czylim=1 (wtedy x = —1).

8 a)m € (—oo0,—2) U (3,400). b)
m € (—=2,0) U (0,2). ¢c) m = 3 lubm = 4.
d)m € (=3,5).e)m € (—o0,—2) U
(=2, 2-2V3) U (24 2V3,+0). f) kazda
liczba rzeczywista. g) m = 0 lub m = 4. h)
e (o 5) (45, +).

Zawsze dwa pytania. Pierwsze: czy przy
22 stoi parametr? Jedli tak, dochodzi zalo-
zenie, ze ten wspotezynnik nie jest zerem —
b), e), h). Drugie: ile ma by¢ rozwiazan i czy
maja by¢ roine — stad przy wyrozniku >,
=, > albo <. Wa) A =4(m—3)(m+2).
W b) A = 16—4m?, a zero wypada w érodku
przedziatu (—2,2), wiec trzeba je wyciac.
W ¢) ,doktadnie jedno rozwiazanie” nie wy-
klucza m = 3: réwnanie staje si¢ wtedy

liniowe, —2x + 1 = 0, i ma doktadnie jedno
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rozwiazanie; dla m # 3 zostaje A = 0,
czylim = 4. We) A = m? — 4m — 8 ma
pierwiastki 2 + 21/3, a —2 lezy wewnatrz
lewego przedziatu (bo 2 — 2¢/3 ~ —1,46),
wiec wykluczenie m # —2 naprawde co$
zmienia. W f) A = 4m? — 4m? = 0 dla
kazdego m — trojmian jest pelnym kwa-
dratem (x +m)® i zawsze ma pierwiastek.
Weg) A =m?—4m = m(m—4). Wh)
stowo kwadratowa” daje m # 1, ale je-

dynka i tak nie wchodzi do odpowiedzi, bo
15 C VB
5~ —0,62 1 +T ~ 1,62

9 a) m € (—oo,—1). b) nie ma takich
m.c)m € (8 +00). d) m € (0,+00). e)
m € (44 2v/3,+00). f) m € (—o0, —6]. g)
m = —1.

Zmak iloczynu moéwi, czy pierwiastki
sg tego samego znaku; znak sumy doktada,
ktorego. Oba ujemne: p > 0is < 0; oba
dodatnie: p > 01 s > 0; ten sam znak: samo
p > 0. Wa) A = 4 jest stata i dodatnia,
wiec zostaje 2m < 0 oraz m? —1 > 0. W b)
A= (m-1%ales = —(m+1) > 0
dajem < —l,ap = m > 0daje
m > (0 — warunki sie wykluczaja. Wi-
dac¢ to tez od razu z postaci iloczynowej:
2+ (m+Dz+m = (z+1)(x+m),
a —1 dodatnie nie bedzie. W d) nie trzeba
pisa¢ A(m) > 0: zp < 0 wynika A > 0
samo z siebie. W e) , nieujemne” dopuszcza
zero, wiec p > 0; dwa rézne pierwiastki nie-
ujemne maja sume dodatnia, stad s > 0,
a A = m? — 8m + 4 obcina wszystko ponizej
4 + 2v/3. W f) doktadnie jedno dodatnie”
to dwa przypadki: p < 0 (rézne znaki), czyli
m < —6, albop=01is >0, codajem=—6
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i pierwiastki 0 oraz 12 — dlatego przedziat
jest domkniety. W g) zero jest pierwiast-
kiem doktadnie wtedy, gdy wyraz wolny jest
zerem: m? — 1 = 0, a drugi pierwiastek to

—m, wiec dodatni tylko dla m = —1.

10 a) A(m) > 0, xzyzy # 0. b) jak

w a). ¢) jak w a). d) A(m) > 0, o # 0.

e) A(m) > 0, zyz9 > 0. ) A(m) > 0,
1+ 29 # 0. g) jak w ). h) A(m) > 0 — i nic
wiecej.

Dodatkowy warunek czytamy z tego, co
stoi w mianowniku albo pod pierwiastkiem.
Zaden pierwiastek nie moze zerowaé mia-
nownika: w a), b), ¢) daje to z1x9 # 0, czyli
wyraz wolny rézny od zera; w f) i g) w mia-
nowniku stoi suma, wiec x1 + x5 # 0. W d)
mianownikiem jest samo x5, wiec wystarczy
xy # 0 — drugi pierwiastek moze by¢ ze-
rem. W e) pierwiastek kwadratowy wymaga
x129 > 0. Podpunkt h) jest po to, zeby byto
widaé, ze nie kazdy warunek co$ doktada:

roznica i modut sg okreslone zawsze.

n a) A(m) > 0, f(1) > 0,m < L

b) A(m) > 0, f(=2) > 0, =% > —2.

c) f(2) < 0.d) A(m) > 0, f(—1) > 0,
f(3) > 0,-1 < m < 3.¢)m # 1,
A(m) > 0 oraz albo x1x9 > 012y 4+ 29 < 0,
albo (m —1) f(0) > 0i ——= < 0.1)
f(0)- f(5) <0.

Trzy warunki: A(m) > 0 (pierwiastki
istnieja), znak a - f(k) (liczba k lezy poza
przedziatem miedzy pierwiastkami) i potoze-
nie wierzchotka — & wzgledem k (po ktorej
stronie). Gdy k ma leze¢ miedzy pierwiast-
kami, zostaje jeden warunek, a- f(k) < 0, bo

A(m) > 0 wynika z niego samo — stad krét-
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kie ¢). Przy przedziale obustronnym warunki
powtarzaja sie na obu koncach, a wierzcho-
tek ma leze¢ miedzy nimi (d). W a), b), d)
wspétezynnik a = 1, wiec a - f(k) > 0
upraszcza si¢ do f(k) > 0. Podpunkt e) po-
kazuje, ze przy zadaniu ,,oba mniejsze od
zera” oba jezyki daja to samo. W f) warto-
Sci na konicach przedziatu majg mie¢ rézne
znaki; osobno trzeba obejrzeé f(0) = 0

i f(5) = 0, bo wtedy pierwiastek wypada

doktadnie w koncu przedziatu.

12 a) A(m) > 0oraz f(2) # 0.b)
A(m) = 01 f(2) # 0,albo A(m) > 0
i f(2) =0.c) A(m) < 0,albo A(m) =0
1f(2) = 0.d) A(m) > 0, f(2) # 0,
x4+ o > 0, 2929 > 0.¢e) A(m) > 0,
f(=1) #0, 2122 < 0.

Jedno rozwigzanie dostajemy za darmo
z czynnika liniowego: * = 2, a we) z = —1.
Trojmian ma dotozy¢ tyle, zeby razem wy-
szta liczba z tresci; to, czy wolno mu trafi¢
w te samg liczbe, sprawdzamy podstawie-
niem f(2). W d) liczba 2 jest dodatnia sama
z siebie, wigc warunek na znaki dotyczy
tylko pierwiastkéw trojmianu. W e) iloczyn
wszystkich trzech rozwigzan to (—1) - zy2,,

wiec ma by¢ xixo < 0.

13 a) A(m) < 0.b)m > 1oraz
A(m) <0.¢c)m+1<0.d) —# = —4.
e) m > 0 oraz —% = —-3.1) A(m) =0. g)
)

W a) i b) nieréwnos¢ ostra dla kazdego
x znaczy, ze parabola lezy cala nad osia: ra-
miona do géry i brak miejsc zerowych. W b)

trzeba osobno obejrze¢ m = 1 — zostaje

2x 4+ 1 > 0, co nie jest prawda dla kazdego
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z (choéby dla x = —1), wiec ten przypadek
odpada. W ¢) warto$¢ najwicksza istnieje
doktadnie wtedy, gdy ramiona idg w dot.

W d) i e) korzystamy z drugiej wspéhrzednej
2w e) dochodzi a > 0,

wierzchotka g = — 45

bo zbiér wartosci jest ograniczony z dotu.
W f) wierzchotek na osi Ox znaczy ¢ = 0,
czyli A(m) = 0. W g) funkcja roénie na
prawo od wierzchotka, wiec wierzchotek nie

moze leze¢ na prawo od 2.
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Dodatek
14

Wierzchotek ma wspéirzedne p = —%

2 . . , s .
oraz ¢ = f(p) =c— Z—a. 7 pierwszej réwnosci

b = —2ap, wicc ¢ = c—# = ¢ — ap’.
Wspohrzedne (p, ¢) kazdego wierzchotka
spetniajg wiec réwnanie y = —az? + c,
a kazdy punkt tej paraboli jest wierzchot-

kiem dla b = —2ap.
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