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Dzien dobry!

Nazywam sie Tomasz Saweczko, w internecie jestem znany jako ,,Lysy
uczy matmy”. Ucze matematyki od ponad 20 lat, a studiowalem ja na
Uniwersytecie Jagiellonskim, Uniwersytecie Warszawskim i Uniwersytecie

im. Fryderyka IT w Neapolu.

4 )
© DARMOWY KURS DO MATURY ROZSZERZONEJ
Filmy, materialy do pobrania i zadania do samodzielnej pracy — calo$¢ prowadze na YouTubie,
a komplet zebrany jest tutaj:
lysyuczymatmy.pl/yt-matura-rozszerzona-kurs
. J

© YouTube d" TikTok Instagram & lysyuczymatmy.pl

Powodzenia na maturze — i do zobaczenia na kanale!
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Spis tresci

Metoda APEK

Przyktady

Czerwiec 2022, zadanie 4 — pole tréjkata ostrokatnego

Maj 2018, zadanie 8 — podzielno$é¢ przez 6

Czerwiec 2021, zadanie 12 — réwnanie stopnia trzeciego z parametrem
Maj 2021, zadanie 8 — stosunek pél w trojkacie réwnobocznym

Maj 2024, zadanie 8 — zalezno$¢ miedzy bokami tréjkata

Czerwiec 2023, zadanie 9 — tréjkat wpisany w okrag

Maj 2026, zadanie 1 — granica ciagu z symbolem Newtona

11
13

15
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Cztery etapy pracy nad zadaniem. Nazwa jest robocza, sama metoda ma sto lat i opisal ja
George Poélya w ksiazce Jak to rozwigzac. Do kazdego etapu dochodzi sokratejski dodatek:

zamiast czeka¢ na ol$nienie, zadajemy sobie pytania. Co by mi wystarczyto wiedzie¢? Z czym

METODA APEK

mi sie to kojarzy? Jak moégtbym do tego doj$é?

-

3 ANALIZA

Rozezytujemy tresé¢, szukamy skojarzen i probujemy zrozumieé, o co naprawde pytaja.
Robimy rysunek, wprowadzamy oznaczenia, spisujemy dane i tez¢ w skondensowanej
postaci, tak zeby do tresci nie trzeba byto wracac¢. Juz tu zaczyna rysowaé sie droga do

rozwiazania.

p
© PLAN

Wynika z analizy: wiemy, jak sie w zadaniu poruszaé, ktore przypadki rozpatrzy¢ i w jakiej
kolejnosci. Zanim cokolwiek policzymy, spisujemy warunki, ktore musza by¢ spetnione.

Majster przed robota tez najpierw oglada, a dopiero potem bierze narzedzia.

) EGZEKUCJA

Czes¢ techniczna: rachunki i przeksztatcenia. Najbardziej mozolna, wiec wybieramy naj-
prostsza droge w duchu Hilberta: ,,dobry matematyk to leniwy matematyk”. Trzymamy
postac iloczynows, pozbywamy sie utamkéw, nie wyliczamy niczego, zanim nie jest po-

trzebne. Im mniej rachunkéw, tym mniej miejsc na pomytke.

3 KONTROLA

Wynik wstawiamy z powrotem do tresci i sprawdzamy, czy spelia wszystkie jej wa-
runki. Kontrola moze pojawi¢ si¢ na kazdym etapie, takze w srodku rachunkow, zwykle
malym kosztem. Pierwsze zadanie w tym zestawie pokazuje, co sie dzieje, gdy tego kroku

zabraknie.
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CZERWIEC 2022 - ZADANIE NR 4 W FILMIE 10:19

Pole trojkata ostrokatnego o bokach 5 i 8 jest réwne 12. Dhugos¢ trzeciego boku tego trojkata

jest réwna

A.5 B. 8 C. V41 D. V143

Czytamy tresc¢ i od razu podkreslamy stowo, ktére tatwo przeoczyé: trojkat ma by¢ ostro-
katny. Dane sa dwa boki, 5 i 8, oraz pole 12. Pytaja o trzeci bok, a ten daje twierdzenie
cosinusow, o ile znamy kat miedzy bokami. Kat siedzi we wzorze na pole %ab sin a.

Ze wzoru na pole sin «, z ostrokatnosci znak cos a;, potem twierdzenie cosinuséw.

Oznaczmy przez o« kat miedzy bokami 5 i 8.
1 .
5-5-8-811&04:12

sina = —.

5

Trojkat ma by¢ ostrokatny, wiec cosa > 01 z jedynki trygonometrycznej cos a = %. Trzeci

bok ¢ z twierdzenia cosinusow:
4
c2:52+82—2-5-8-g:89—64:25
c=0>.

Wedtug klucza CKE poprawna jest odpowiedz A.
Skontrolujmy, czy otrzymany tréjkat spetnia warunki zadania. Ma boki 5, 5 i 8. Najwiekszy

kat lezy naprzeciw najwigckszego boku, wiec sprawdzamy kat v naprzeciw boku 8:

82 =5°4+5—2.5-5-cosy
14 = —50cosy

7
cosy = o5 < 0.

Ujemny cosinus to kat rozwarty. Trojkat 5, 5, 8 jest wiec rozwartokatny, a nie ostrokatny
(drugi znak, cosa = —%, daje od razu rozwarty kat «). Trojkata ostrokatnego o bokach 5

i 8 i polu 12 po prostu nie ma.

Zadanie jest sprzeczne: taki trojkat nie istnieje, wiec zadna odpowiedz nie jest poprawna,

a sprostowania nie byto. Moratl: wynik zawsze wstawiamy z powrotem do tresci.
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Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k i dla kazdej liczby catkowitej m liczba

jest

A

Em — km?

podzielna przez 6.

Mamy wykazaé, ze liczba dzieli sie przez 6. Kiedy cos$ dzieli sie przez 67 Wtedy, gdy dzieli
sie przez 2 i przez 3. Zadanie rozpada sie wiec na dwa mniejsze. Druga my$l: jak w ogdle
stwierdza sie podzielnos¢? Spojrzcie na liczbe 10013. Przez co sie dzieli? Trudno powiedziec.
Ale gdy zapiszemy 10013 = 17 - 19 - 31, odpowiedZ wida¢ natychmiast. Do podzielnosci
potrzebna jest postac¢ iloczynowa.

Roztozy¢ wyrazenie na czynniki, a potem osobno sprawdzi¢ podzielnos$¢ iloczynu przez 2
i przez 3.

Rozktad nie wymaga zadnej sztuki: wylaczamy km przed nawias, a w nawiasie zostaje

roznica kwadratow.
k*m — km® = km (k* — m®) = km (k —m) (k +m).

Podzielnosé przez 2. Jezeli ktoras z liczb k, m jest parzysta, to iloczyn jest parzysty
i koniec. Jezeli obie sa nieparzyste, to ich suma k+ m jest parzysta. W kazdym przypadku
jeden z czynnikéw dzieli sie przez 2.

Podzielnosé przez 3. Jezeli ktoras z liczb k, m dzieli sie przez 3, to iloczyn tez i koniec.
W przeciwnym razie kazda z nich daje przy dzieleniu przez 3 reszte 1 albo 2. Reszty rézne:
k = 3ki+1, m = 3my+2 (albo odwrotnie), wtedy k+m = 3 (ky + my + 1) dzieli si¢ przez 3.
Reszty takie same: k = 3k, +7, m = 3m+r, wtedy k—m = 3 (k; — m;) dzieli sie przez 3.
W kazdym przypadku jeden z czynnikow dzieli si¢ przez 3. Liczba jest wiec podzielna przez
2 i przez 3, czyli przez 6.

Zamiast kontroli rachunkéw (nie byto ich) sprawdzmy, czy nie zgubiliémy przypadku. Przy
dzieleniu przez 2 reszty to 0 lub 1, przy dzieleniu przez 3 to 0, 1 lub 2. PrzeszliSmy po
wszystkich kombinacjach, wiec dowdd jest kompletny. Szybki test na liczbach: £ = 2,
m=1daje8—2=6,a k=5 m=2daje 250 —40 =210 =6 - 35.

Jak to zapisaé¢ na maturze? Kilkoma zdaniami zwyklego tekstu: ,Jesli £ lub m jest

parzyste, iloczyn jest parzysty; jesli obie sg nieparzyste, parzysta jest suma k + m. Jesli

k lub m dzieli sie przez 3, iloczyn tez; jesli nie, to przy réznych resztach przez 3 dzieli sie

k + m, a przy takich samych k& —m.” To jasny sygnal, ze autor wie, co pisze.
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Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie

(x —3)(2* + (m — Do —6m? +2m) =0

ma doktadnie dwa rozwiazania.

A Rownanie ma postaé iloczynowa, a iloczyn jest zerem, gdy zeruje sie¢ ktorys z czynnikow.
Pierwszy czynnik daje rozwigzanie za darmo: x; = 3, niezaleznie od m. Drugi czynnik to

tréojmian, nazwijmy go
f(z) =2® 4+ (m — 1)z — 6m* + 2m,
bo bedziemy o nim duzo méwi¢. Wszystkie pozostale rozwigzania réwnania to pierwiastki

f. Skoro razem maja by¢ dokladnie dwa, trojmian ma dotozy¢ doktadnie jedno nowe.

p Kiedy trojmian doktada doktadnie jedno nowe rozwigzanie? Spiszmy mozliwosci w tabelce:

pierwiastki co musi zajs$é warunek
f
dwa rézne, 3 sie powtarza, drugi jest A>01 f(3)=0
jeden z nich nowy
to 3
jeden jedyny pierwiastek [ jest A=01 f(3)#0
podwdjny, nowy
rozny od 3

Przypadki si¢ wykluczaja, wigc odpowiedzig bedzie suma zbiorow. Tabelka to gotowy plan:
liczymy A (bedzie wyrazeniem kwadratowym w m), potem f(3) (tez wyrazenie w m) i roz-
wiazujemy dwa krétkie uktady. Wygodne oznaczenie f zwraca sie wlasnie teraz: warunek

»3 jest pierwiastkiem” to po prostu f(3) = 0.

s.7 ¢ lysyuczymatmy.pl


https://lysyuczymatmy.pl

Wyréznik trojmianu f:

A = (m—1)* —4(—6m*+ 2m)
=m? —2m + 1+ 24m* — 8m
= 25m% — 10m + 1 = (5m — 1)*.

Pelny kwadrat, wiec A > 0 dla kazdego m, a A = 0 tylko dla m = %

Przypadek A = 0, czyli m = % Podwojny pierwiastek to x = —mT_l = % # 3, wiec
warunek f(3) # 0 jest spelniony. Rownanie ma rozwiazania 3 i %
Przypadek A >01i f(3) =0.
f(3)=9+3(m—1)—6m>+2m =0
—6m® +5m+6 =0
6m® —5m — 6 =0
5+ 13
A, =25+ 144 =169, m= """
12
czyli m = % lub m = —%. Obie wartosci sa rézne od %, wiec dla nich A > 0 i tréjmian ma

dwa rézne pierwiastki, z ktorych jeden to 3.

Odpowiedz: m € {—%, é, % .
Wstawmy jedng z wartosci z powrotem do rownania. Dla m = %: flx) =2*+ %x — 277 +3 =
w? + sx — 2 ezyli 2f(2) = 22 + # — 21 = (z — 3)(22 + 7). Réwnanie ma rozwigzania 3

i —%: doktadnie dwa, zgadza sie.

Gdyby treéé¢ zadata dokladnie trzech rozwigzan, tabelka miataby jeden wiersz: A > 0
i f(3) # 0. Gdyby zadala jednego, zostatyby przypadki A < 0 oraz ,A =01 f(3) =07

Dlatego przed rachunkami warto spisaé¢ przypadki: liczenie jest to samo, zmienia sie tylko,

ktore wiersze bierzemy.
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Dany jest trojkat réwnoboczny ABC'. Na bokach AB i AC wybrano punkty — odpowiednio D
i F takie, ze

IBD| = |AE| %\AB\.

(zobacz rysunek). Odcinki C'D i BE przecinaja sie w punkcie P.
C

A D B

Wykaz, ze pole tréjkata DBP jest 21 razy mniejsze od pola tréjkata ABC'.

A Najpierw przepisujemy dane na rysunek, zeby nie wraca¢ do tredci. Z |BD| = %|AB| mamy
|BD| = x i |AD| = 2x; z |AE| = 3|AC| mamy |AE| = z i |EC| = 2z. Trojkat jest
rownoboczny, wiec znamy katy, ale zobaczymy, ze nie beda potrzebne. Maty tréjkat DB P
to ten, o ktéry pytaja. Odcinki dziela boki w zadanym stosunku, a to powinno sie kojarzy¢

z jednym prostym faktem.

Stosunek pdl trojkatéow o wspdlnej wysokosci
Jezeli odcinek poprowadzony z wierzchotka trojkata dzieli prze-

ciwlegty bok na czesci = i y, to dzieli tréjkat na dwa tréjkaty

o polach w stosunku

>

Pl_ Xz -

P, Ly

N |

)

Y

>

N |

bo oba maja te sama wysokosé¢ h. Stad na przyktad srodkowa
dzieli tréjkat na dwa tréjkaty o réwnych polach.
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Dorysowa¢ jeden odcinek, AP, oznaczy¢ pola matych trojkatéw przez niewiadome i z twier-
dzenia o stosunku poél utozy¢ rownania. Bez twierdzenia sinusoéw, cosinuséw i bez trojkatow
podobnych.

Niech S oznacza pole trojkata DBP, a T pole catego tréjkata ABC.

C

W trojkacie ABP odcinek PD dzieli bok AB w stosunku 2 : 1, wiec pole tréjkata ADP
to 25. W tréjkacie APC' odcinek PE dzieli bok AC' w stosunku 1 : 2; jesli pole trojkata
APFE oznaczymy przez @, to pole trojkata PC'E wynosi 20).

Teraz patrzymy na wigksze tréjkaty. Trojkat ABE ma podstawe |[AE| = %|AC’ |, wiec jego
pole to %T; sktada si¢ z kawatkow @, 25 1 S. Tréjkat ADC ma podstawe |AD| = %]AB[,
wiec jego pole to %T; sktada sie z @), 2Q) i 25.

Q+35=3iT
3Q +25 = 2T.

Interesuje nas S, wiec pozbywamy sie (): pierwsze rownanie mnozymy przez —3 i dodajemy

do drugiego.

-3Q - 95 +3Q+25=-T+ 2T

75 = 1T

1
S=—T.
21

Pole trojkata DBP jest 21 razy mniejsze od pola trojkata ABC.
Wstawmy wynik do drugiego réwnania: z pierwszego ) = %T — 23—1T = %T, a wtedy
3Q + 28 = %T + %T = %T = %T. Zgadza sie.

Nigdzie nie uzyliSmy tego, ze trojkat jest rownoboczny: licza sie tylko stosunki, w jakich

CD i BE dziela boki. Ten sam dowod dziata dla dowolnego trojkata.
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Dany jest trojkat ABC', ktory nie jest rownoramienny. W tym tréjkacie miara kata ABC' jest

dwa razy wieksza od miary kata BAC.

Wykaz, ze dtugosci bokéw tego trojkata spelniajag warunek

A

s. N

|AC|? = |BC|? + |AB| - | BC|.

Zapis |AC|? = |BC|?* + |AB| - | BC| niewiele méwi. Przyjmujemy standardowe oznaczenia:
a = |BC| naprzeciw A, b = |AC| naprzeciw B, ¢ = |AB| naprzeciw C. Kat BAC nazwijmy
a, wtedy kat ABC' to 2a. Teza w nowych oznaczeniach:

b2 = a? + ac.

Rysunek nie musi by¢ w skali, ma tylko porzadkowaé¢ dane. Od tej chwili tresci nie czytamy:

wszystko jest na rysunku i w tej jednej réwnosci.

Mozna wali¢ twierdzeniem cosinuséw (dwa razy), potem sinuséw i jeszcze tozsamoscia try-

gonometryczna. Da sie, ale to meczarnia. Spéjrzmy na rownosé inaczej: nie ma w niej

pierwiastkow ani niczego dziwnego, same iloczyny. Takie réwnosci biora si¢ z proporcji:
b a+c

V=ala+c) <= b-b=a-(a+c) < =

Proporcja bokéw to trojkaty podobne. Tu konczy sie analiza: wiemy, ze szukamy dwdch
podobnych tréjkatéw, w ktorych pojawi sie bok dtugosci a + c.

Na razie mamy jeden tréjkat i zadnego boku a + c. Trzeba go wykombinowaé: przedtuzyé
bok a o ¢ (albo ¢ o a). Przedtuzenie a o ¢ jest obiecujace: powstanie trojkat o dwdch
bokach dtugosci ¢, czyli rownoramienny, a z rownoramiennym co$ sie z katami ogarnie.

Potem szukamy pary tréjkatéw podobnych i spisujemy proporcje.
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g Przedtuzamy bok C'B poza B do punktu D tak, ze |BD| = c.

D

Trojkat ABD jest réwnoramienny (|AB| = |BD| = ¢). Kat ABD jest przylegly do kata
ABC' = 2a, wiec ma miare 180° — 2, a na dwa katy przy podstawie zostaje 2a, czyli po

a na kazdy:

£BAD = £{BDA = «.

Poréwnajmy teraz trojkaty ABC' i DAC.

o ABC: kat a przy A, kat 2a przy B, wspolny kat przy C.

e DAC: kat a przy D, kat a + a = 2« przy A, ten sam kat przy C.

Trojkaty sa podobne (cecha kat—kat). Bierzemy stosunki bokéw lezacych naprzeciw katéw
ai2awABCtoaib, w DAC tobi |DC|=a+c.

a b

b a+tc

b =a(a+c)=a*+ac.

To jest dokladnie teza: |[AC|* = |BC|* + |AB| - | BC|.

k Sprawdzmy réwnosé na konkretnym trojkacie z katami a = 30° i 2a = 60°, czyli potowcee
tréjkata réwnobocznego: a = 1, b = v/3, ¢ = 2. Lewa strona b* = 3, prawa a(la+c)=1-3=
3. Zgadza sie.

Nie wiedzieliSmy z gory, co dorysowa¢. Wskazata to teza: przepisana jako proporcja za-
zadata boku a + ¢, a przedtuzenie o ¢ dato trojkat réwnoramienny, czyli co$, co umiemy

policzy¢. Kolejnosé jest wazna: najpierw myslimy, co ma wyjs¢, dopiero potem rysujemy.
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W okrag o réwnaniu (x — 1)2 +(y — 2)2 = 25 wpisano tréjkat ABC. Bok AB tego trojkata jest
zawarty w prostej o rownaniu 4z — 3y + 2 = 0. Wysoko$¢ C'D tego trojkata dzieli bok AB tak,
ze |AD| =4-|DBj.

Oblicz pole tréjkata ABC'. Zapisz obliczenia.

A W geometrii analitycznej rzadko potrzebny jest ukitad wspotrzednych; wystarczy szkic.
Okrag ma srodek S = (1,2) i promien r = 5. Na pewnej prostej lezy bok AB, gdzie$ na
okregu lezy C', a spodek wysokosci D dzieli AB tak, ze |AD| = 4z, |DB| = x. Rysujemy

to, co moéwi tres¢, bez zadnych dodatkowych zatozen:

C

I tu robi sie niewygodnie. Punkt C' moze lezeé¢ po jednej albo po drugiej stronie prostej AB.
Punkt C" z rysunku tez spetnia tresé: jego wysokosé dzieli AB w tym samym stosunku,
a trojkat ABC’ ma inne pole. Zapowiadaja sie wiec dwa przypadki i duzo roboty. Ale
w tresci nikt nie napisat ,rozpatrz wszystkie przypadki”. Na maturze takie polecenie jest
praktycznie zawsze, gdy przypadki sa; to niby polecenie, a naprawde podpowiedz. Skoro go
nie ma, moze przypadek jest tylko jeden. A jeden przypadek dostaniemy, gdy prosta AB
przechodzi przez srodek okregu: wtedy AB jest Srednica, oba potozenia C' daja przystajace
trojkaty o tym samym polu, a kat AC'B jest prosty, bo opiera si¢ na $rednicy.

p Sprawdzi¢, czy S lezy na prostej 4o — 3y + 2 = 0. Jezeli tak, rysunek wyglada inaczej
i jest prosciej: |AB| = 2r, tréjkat jest prostokatny, a wysokos$¢ z wierzchotka kata prostego
liczymy z |CD|? = |AD| - |DB|. Pole z $|AB| - |CD|.
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e Podstawiamy S = (1,2): 4-1—3-2+2 = 0. Srodek lezy na prostej, wiec AB jest rednica
i |AB| = 10. Rysunek robi sie¢ taki:

4r 4+ x = 10, T =2, |AD| =8, |DB|=2
|CD|* = |AD| - |DB| = 16, |CD| =4
1
P=—--10-4=20.
2
k Trojkat ma by¢ prostokatny, wiec sprawdzmy Pitagorasa. Z tych samych zaleznosci w troj-
kacie prostokatnym |AC|*? = |AD| - |AB| = 80 oraz |BC|*> = |DB| - |AB| = 20,
a 80 + 20 = 100 = |AB|*. Zgadza sie. Mozna tez zapamigta¢: gdy trojkat jest wpisany
w okrag o danym réwnaniu, zawsze warto najpierw sprawdzic¢, czy prosta z tresci przecho-

dzi przez $rodek.

Bez tej obserwacji trzeba wyznaczy¢é A i B z uktadu réwnan, potem D z wektora E =
4

Sﬁ , potem prosta prostopadtla, potem C' z kolejnego uktadu. Tak wyglada drugi sposéb
w kluczu CKE. Wynik ten sam, P = 20, ale rachunkow kilka razy wiecej i kilka razy

wiecej miejsc na pomytke.
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Oblicz granice

()

n—too ind —dn + 7

Zapisz obliczenia.

A Mamy policzy¢ granice ilorazu. Mianownik to zwykty wielomian stopnia trzeciego. Prze-
szkadza licznik: symbol Newtona (ZJ_?) nie wyglada jak co$, co sie poréwnuje z n®. Gdyby
licznik tez byl wielomianem, granica bytaby rutyna.

p Rozpisa¢ symbol Newtona z definicji i doprowadzi¢ do wielomianu. Dalej standardowo:
dzielimy licznik i mianownik przez najwyzsza potege n.

E 7 definicji (Z) = #‘_k), Gdy wzor ogblny przeraza, wezmy konkretng liczbe, np. n = 10:

(12) 12t 9r-10-11-12° 10-11-12
9 319! 39! 3! '
Po skroceniu 9! z 12! zostaja trzy czynniki: od najwickszego, 12, w dot. Roznica 12 -9 = 3
i 3 w mianowniku to ta sama tréjka. Ogélnie jest identycznie, bo (n +2) — (n — 1) = 3:
(n+2)  (n4+2) (n+2)(n+1)n
n—1

C3l(n—-1) 6

1

Licznik jest wielomianem stopnia trzeciego o wspotezynniku g przy n?. Dzielimy licznik

i mianownik przez n?:

e N () | (5 o) B
lim T2 4, = lim 1 1 7 =1 =35
notoo gnd —dn T nodeo g —oi g : 3

Odpowiedz: granica jest réwna

W=

K Sprawdzmy wzor na licznik dla n = 10: % =220, a (192) = (132) = 220. Zgadza sie.

Wszystkie operacje wykonane na n = 10 sg doktadnie tymi, ktore trzeba wykonac¢ ogdlnie.
Konkretny przyktad nie zast¢puje rozwiagzania, ale pozwala zobaczy¢, co si¢ skraca, zanim

napiszemy to z literami.
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